1. Feladat Ot jatékos jatszik egy jatékot, ahol minden korben valaki egy pontot tud szerezni. A jaték akkor ér véget,
amikor valaki 6sszegyiijt 10 pontot. Hany korbél allhat a lehet6 leghosszabb ilyen jaték?

Eredmény. 46

Megoldds. Amikor a jaték véget ér, a gy6ztesnek 10 pontja van, mindenki mésnak pedig legfeljebb 9 pontja, ami
Osszesen 10 4+ 4 -9 = 46.

2. Feladat Gé&bornak van négy kartyaja, amelyekre az 1, 2, 3 és 6 szamok vannak irva. Szeretné elrendezni az Gsszes
kértyat ugy, hogy két szdmot alkossanak (A és B), ahol A t6bbszorése B-nek (példdul az A = 36 és B = 12 megfeleld).
Hényféleképpen teheti ezt meg?

Eredmény. 21

Megoldds. Nézziink meg 2 esetet:
I. B egy kartyat tartalmaz, A pedig harmat. Nézziik meg B lehetséges értékeit:

e B=1: A2 3,6 barmilyen permuticidja — 6 lehetség.

e B =2: A 6-ra végzédik — 2 lehetGség.

e B=3: A1,2,6 barmilyen permutécidja, mert a szamjegyek Osszege oszthaté 3-mal — 6 lehetGség.
e B=06: A 2-re végzodik — 2 lehet&ség.

II. A és B is két kartyabol allnak. Ekkor az A/B ardny kevesebb, mint 6, széval 1, 2, 3, 4 vagy 5 lehet. Nézziik
végig a lehetOségeket:

1: Nem lehetséges, mert ekkor A = B.

2: A 2-re vagy 6-ra végzodik. Ha A 2-re végzédik, akkor B 6-ra vagy 1-re végzddik. Az elsé esetben 32 és 16 lesz a
megoldés, a masodik esetben 62 és 31 — 2 lehetdség.

Ha A 6-ra végzédik, akkor, B 3-ra végzidik, a megoldas 26 és 13 — 1 lehet6ség.

3: A 6-tal vagy 3-mal kezd6édik. Az els6 esetben B 2-vel kezdddik, tehdt 63 és 21 jon ki. A méasodik esetben B
1-gyek kezd6dik és 36 and 12 jon ki. — 2 lehetSség.

4: A 6-tal kezdddik és 2-re végzddik, mert paros. Tehat A = 62, de ez nem oszthaté 4-gyel.
5: A nem végzédhet 5-re vagy 0-re, ezért ez nem lehetséges.

Mindent Gsszeszamolva 21 lehetOséget kaptunk.

3. Feladat Az adbra négy négyzetet tartalmaz, és az egyiknek a teriilete 8. Mi a legnagyobb négyzet tertilete?

Eredmény. 18
Megoldds. Az &brén szerepl6 négyzetek méretardnyai 3 : 2 : 1. Ezért a legnagyobb négyzet teriilete (%)2 -8 =18.

4. Feladat Egy parkban van néhany szarka, matematikus és kentaur. Osszességében 15 farkuk és 94 keziik van.
Hény 1ab taldlhaté a parkban?

Megjegyzés: Egy szarkanak nincs keze, de van két 1laba és egy farka. Egy matematikusnak van két keze és két ldba,
de nincs farka. Egy kentaurnak két keze, négy laba és egy farka van.

Eredmény. 124
Megoldds. Legyen a szarkak, matematikusok és kentaurok szdma rendre s, m és k. A farkak szamabdl tudjuk, hogy

s+ k =15, a kezek szdmdbdl pedig 2m + 2k = 94 jon ki. A ldbak szdma Osszesen 2s +2m +4k = 2(s+ k) + (2m+2k) =
30494 =124



5. Feladat A tévékésziilékeden harom csatorna van: els6, masodik és harmadik. Minden csatornérol csak olyanra
tudsz dtkapcsolni, aminek a szama pontosan eggyel tér el, tehdt példdul az elsé csatornardl csak a masodikra lehet 1épni.
Elkezdesz tévét nézni a kettes csatornan, majd 11 alkalommal csatornat valtasz. A csatorndknak hanyféle kiilonb6zé
sorozatat tudod igy elérni?

Eredmény. 64

Megoldds. A sorozatban 12 csatorna szerepel, és a paratlanadik pozicidkban biztosan a kettes csatornanak kell dllnia.

A péros poziciékban pedig vagy az egyes vagy a harmas csatornat nézziik. Hat darab parosadik pozicié van a sorozatban,
ezért a lehetéségek szama, 26 = 64.

6. Feladat Az dbrén két egybevigé téglalap és egy megadott szog lathaté. Hany fokos az dbran kérdéjellel jelolt
s70g?

Eredmény. 27°
Megoldas. Nevezziik el a pontokat az dbréan ldthaté médon. Az AB ko6zos atlo felezi a FBD< szbget, ezért

o __ 2 40
FBA< = w — 63°.
Tovébba az E'F szaggatott vonal meréleges AB-re, ezért EF B<+ FBA< = 180°. Kivonjuk ebbdl az AF B< deréksziget,
igy azt kapjuk, hogy
a = 180° — 90° — 63° = 27°.
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7. Feladat Mi lesz 23 — 14z + 2024 értéke, ha 22 — 4z + 2 = 07?
Eredmény. 2016
Megoldds. Vegyiik az o3 — 14x + 2024 keresett értéket, és vonjunk ki belble z(z? — 4z + 2) = 0-t, hogy az x® tag

kiessen, gy 42 — 162 + 2024-et kapunk. Szeretnénk, hogy a 422 is kiessen, ezért kivonunk 4(x? — 4z + 2) = 0-t, ekkor
2016-et kapunk és ez a keresett érték.

8. Feladat Misi valasztott egy pozitiv egész n szamot, és leirta hogy hany paros szdmjegye van, hany paratlan
szamjegye van, és Osszesen hany szamjegye van, ebben a sorrendben. Osszeolvasta ezt a hdrom szdmot balrél jobbra
(figyelmen kiviil hagyva az esetleges nulldkat a bal oldalon) és igy djra az n szdmot kapta. Mi a lehetséges legkisebb n?

Példaul: ha Misi a 2024 szambdl indult ki, akkor a paros szamjegyek szama 4, a paratlan szamjegyek szama 0, az
Osszes szamjegy szdma 4, tehat osszeolvasva 6ket 404-et kapna.

Eredmény. 123



Megoldas. A keresett szam nem lehet egyjegy(i, mert a szdmjegy vagy paros vagy paratlan, azaz valahova be lesz
szamolva. Kétjegyi sem lehet, mert akkor 2-re kell végzédnie, ami paros szam, igy az Osszeolvasdskor méar haromjegyil
szamot kapna. Keressiink egy jé haromjegyt szdmot. Ekkor a szamjegyek szama 3, a paros és paratlan jegyek szamanak
Osszege szintén 3, igy ezek a lehetGségek jonnek szoba: 33, 123, 213 és 303. Lejatszva a haromjegyi lehetoségeken Misi
moédszerét, mindig az 123 szamot kapjuk eredményiil, beleértve azt is, amikor 123-bdl indultunk ki, tehat a keresett
szam a 123.

9. Feladat Az alabbi dbrdn egy 0tszog lathatd, amelynek néhany szogét és oldalhosszat megadtuk. Hatarozzatok
meg a + b értékét!

Eredmény. 16

Megoldads. Egészitsitkk ki az Otszoget egy paralellogramméval, dgy, hogy egy szabdlyos haromszoget kapjunk, a
héromszog oldala 11 = 4 + a = 2 4+ b, ahogy az abran is latszik.
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Ebbdl kiszamolhatd, hogy a =7, b = 9, tehat a + b = 16.

10. Feladat A Kopala studienku ("Kutat dsott a lany”) cimi szlovdk népdalban egy lany azt vizsgilja, hogy a
kutja egyformén mély és széles-e. Definicié szerint a kit egy egyenes henger, melynek magassiga a kut mélysége, és
alapkorének atmérdje a kit szélessége. A lany tudja, hogy egy hét alatt tud olyan kutat dsni, ami kell6 szélességii,
viszont mélysége csak a szikséges hossz % része. Emellett Matuska Janos egy hét alatt olyan kutat tud asni, ami
kell6en mély, viszont csak fele olyan széles, mint kellene. A befektetett eréfeszités egyenesen aranyos a kidsott fold

mennyiségével. Hany nap alatt tudnak ketten egyiitt az el6irasnak megfelel$ kutat asni?
Eredmény. 12

Megoldds. A feladat feltételezi, hogy a sziikséges idé ardnyos a kidsott fold térfogataval. A kit egy egyenes korhenger,
azért a térfogata V = - D-W?, ahol D a mélység, W a szélesség (az dtmérd). A ldny 7 nazp alatt dski -2 - W? = 1v
térfogatot, tehdt 21 nap alatt dsnd ki a teljes kutat. Jénos viszont 7 nap alatt T - D - ()" = 1V térfogatii foldet ds ki,
azaz 28 nap alatt dsnd ki a teljes kutat. Tehdt egy nap alatt a lany az kut %—ed részét assa ki, Janos pedig a kut %—ad
részét, azaz ketten egyiitt egy nap alatt a i + £ = L_ed részét. Ebbé] lathat6, hogy egyiitt 12 nap alatt tudnak

. . 28 12
kiasni a kutat.

11. Feladat Adott egy négyzetracs, ami 10 x 10 egységoldali négyzetbdl all 6ssze. Hatarozzdtok meg, hogy hany
olyan v/5 hosszisagui szakaszt taldlhatunk, ami a racs két cstcsat koti Gssze.

Eredmény. 360
Megoldds. Vegyiik észre, hogy egy 2 x l-es téglalapnak két v/5 hossziisagi atléja van. (Es konnyen lathatd, hogy

méshogy nem kaphatunk /5 hossziiségi szakaszt.) Keressiik meg az Gsszes 2 x 1-es téglalapot! Ha a téglalap fiiggélegesen
all, akkor a 10-féleképpen tudunk kivéalasztani egy oszlopot, és 9-féleképpen két szomszédos sort, ahova elhelyezziik.



Tehat 90-féleképpen tudjuk elhelyezni a 10 x 10-es négyzetracson. Ha a téglalap vizszintesen fekszik, akkor hasonlé
moédon Gjabb 90 lehetdséget taldlunk. Tehat, ha vesszik ezen 90 + 90 téglalap atldit, akkor Gsszesen 360 megfeleld
/5 hossziisagu szakaszt taldlunk.

12. Feladat Ha M, A, T és H kiillonb6z6 nemnulla szamjegyek és a
2024+ HAHA = MATH

egyenlGség teljesiil, akkor mi lehet a négyjegyli M AT H szédm lehet6 legnagyobb értéke?
Eredmény. 5963

Megoldds. A széazas helyiértéken MATH és HAHA ugyanazt a szamjegyet tartalmazza és a 2024-ben ezen a
helyiértéken 0 szerepel, ezért az Osszeadds soran nem vittliink &t semmit, amikor a tizes helyiértéken all6 szamokat
adtuk Ossze. Tehat TH = HA+ 24 és M = H + 2. Azonban, A és 4 dsszeadasa esetén kell, hogy legyen tovabbvitt
érték, mert kiillonben T'= H 4 2 = M lenne, és feltettiik hogy a betiik mind kiilénboz6 szamokat jelolnek. Ez alapjan
H=A4+4-10=A—-6,igy M = A—4ésT = A — 3. EbbSl mar kénnyen megkaphatd, hogy M ATH értéke 3741,
4852 vagy 5963, és ezek koziil a 5963 legnagyobb.

13. Feladat Egy zebra-téglalap oldalhosszai 14 és 8. Az atlgjat felosztottuk 7 egyenld hosszi szakaszra. Mekkora a
satirozott rész teriilete?

14

Eredmény. 48

Megoldds. Nézziik az atlon az egyik oldalon fekvé 7 haromszoget. Mindnek ugyanakkora a magassaga és az alapja is,
ezért a tertiletiik is egyenld. Emiatt a satirozott rész teriilete % része a teljes téglalap teriiletének. Tehat a megoldas
3

2.8-14 =48.

7

14. Feladat Az iskoldban van egy matekos klub. Ha egy 1j lany csatlakozik a klubhoz, de a fiik 20%-a kilép beléle,
akkor a fiik és lanyok szama egyenl6 lesz. Mdsrészt viszont, ha egy lany kilépne a klubbdl és ezutan a lanyok széama
novekedne 30%-kal, akkor is egyenld lenne a fidk és ldnyok szdma. Héany gyerek van a matekklubban?

Eredmény. 116

Megoldds. Legyen a lanyok szama [ és a fiik szama f. Az éllitdsok alapjan az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:

4
I+1=">
+1=cf,

13
To(l—l)zf-

Helyettesitsiik be a f = %l + g egyenlGséget a méasodik egyenletbe, ekkor

5,,5_13, 13
4 4 10 10
ennek a megoldasa [ = 51, ezért [ = % -50 = 65. A keresett valasz [ + f = 51 + 65 = 116.

15. Feladat Az abran a gyufaszalak kilenc négyzetet alkotnak. Vegyetek el harom gyufat gy, hogy 6t négyzet
maradjon, és minden gyufaszéal tovabbra is valamilyen négyzethez tartozzon. Minden gyufdhoz hozzarendeltink egy
szdmot az dbran lathaté médon. Adjatok meg, mi az eltavolitott gyufahdrmashoz tartozé szamok osszegének lehetd
legnagyobb értéke.




Eredmény. 50

Megoldds. Van 7 darab 1 oldalhossziisdgi négyzet és két darab 2 oldalhosszisagi négyzet. Ahhoz, hogy 5-re cstkkentsiik
a négyzetek szamédt, pontosan 4 négyzetet kell megsziintetniink. Ahhoz, hogy a 3,7, 6,10 gyufdk &ltal hatarolt négyzetet
eltiintessiik, legalabb harom gyufat el kell koziiliik venni, igy ez lesz az egyik olyan négyzet, ami megmarad. Fontos
megjegyezni, hogy a 6-os gyufaszalat nem lehet elvenni, mert megsziintetné ezt a négyzetet és a négyzet mésik harom
gyufajat mar nem vehetnénk fel.

A 11-es vagy 13-as gyufa eltavolitdsdval egyszerre megsziintetjiitk mindkét nagy négyzetet. Ha ez megtorténik, akkor
egy négyzetet kell eltiintetniink két gyufa eltavolitasaval. Vegyiik azt az esetet, amikor a 11-es gyufat vessziik el; ekkor
lehetéség van a 12-es és 13-as, vagy a 18-as és 20-as gyufapdar elvételére. Mig ha a 13-as gyufdt vessziik el el6szor, akkor
elvehetd utana az 1-es és 3-as vagy a 11-es és 12-es vagy a 16-os és 19-es gyufapéar. Ezek koziil a lehetOségek kozil a
11-es, 18-as és 20-as gyufa Gsszege a legnagyobb, 49. Ha mindkét nagy négyzetet meghagyjuk, akkor egyediil az 5-Os,
12-es és 17-es gyufaszalakat vehetjiik el, ami nem eredményezne lehetséges megoldast.

Mivel a 6-os gyufat nem vehetjiik el és az egyik nagy négyzetet meg kell sziintetniink, feltételezhetjiik, hogy a
kovetkezd gyufaparok kozil valamelyiket el kell venniink: 18 és 20, 16 és 19, 1 és 4. Ez az elvétel egyszerre két négyzetet
sziintet meg, egy kicsit és egy nagyot. Ezt kovetden egy gyufaszalat kell elvenniink, ami pontosan két négyzetet
sziintet meg. A 18,20 par esetén ez lehet vagy a 11-es gyufa, ami egy kis négyzetet és a masodik nagyot sziinteti meg,
vagy a 12-es, ami két kis négyzetet sziintet meg, ezzel 18 + 20 + 12 = 50-es Gsszeget eredményezve. A 13-as gyufat
nem vehetjik el, hiszen akkor a 15-6s gyufa egyik négyzethez sem tartozna. Hasonléképp feltételezhetjiik, hogy a
16, 19 paros, valamint a 13-as gyufa elvétele 48-as Gsszeget eredményezne. fgy a keresett vélasz 50.

16. Feladat Lukdacsnak van egy 21 egység magas palackja, ami egy 16 magas hengerbdl és a nyakanal egy szabdalytalan
alakzatbdl all. Lukacs valamennyi vizet toltott a palackba és megallapitotta, hogy a viz magassaga a palackban 13.
Ezutan fejjel lefelé forditotta a zart palackot és észrevette, hogy igy 14 egység magasra ér a viz. Szamoljatok ki, hogy a
palack térfogatanak hény szdzaléka van vizzel toltve!

16

21 -
13 14

Eredmény. 65

Megoldds. Legyen r a henger alapjanak sugara! Az elsé allasbol kideriil, hogy a palackban 16vé viz térfogata 13mwr2.
Hasonl6képp a mésodik &lldsbdl kideriil, hogy a palackban 1év6 levegd tarfogata (21 — 14)7r? = 7nr?. Igy a palack
teljes térfogata (13 + 7)mr? = 20772 és a keresett szdzalékérték

13772 13
— = —=65%.
2072 20 %

17. Feladat Andrés lakhelye Hexagdnia, egy olyan véros, ahol minden utca 1km hosszi és az utcdk hdrom szabélyos
hatszog oldalait képezik. Andrés elészor el akar menni a baratnéjéért, majd cukrdszdaba menni vele. Az dbran Andrés
az A pontbdl indul, a bardtnéje a B pontban lakik, a cukraszda pedig a C' pontban taldlhaté. Andras nem szeretne
kétszer ugyanazon az utcdn végigmenni. Mi az Osszege az Osszes lehetséges titvonal hosszisaganak (kilométerben)?

Eredmény. 28



Megoldds. Négy olyan itvonal van A és B kozott, ami nem halad &t a C' ponton. Ezek koziil egynél két médon lehet
eljutni C-be, egynél pontosan egy lehet6ség van eljutni C-be, mig a maradék kett6 esetben nincs olyan méd eljutni
C-be, hogy ne menjiink at kétszer ugyanazon az uton. Andras Osszességében harom lehetséges médon tud eljutni a
cukrdszddba a bardtndje hazat érintve. Ezek koziil ketté 10 utca hosszisdgu, egy pedig 8 utca hosszisdgu. A lehetséges
utvonalak Osszege 28 kilométer.

18. Feladat Két 6r négyszogletes alakban jarorozik a képen lathaté médon. A sebességiik allandé, egy perc alatt
érnek at egyik pottyel jelolt pontbdl a kovetkezObe. Hany perc utén fognak elGszor talalkozni, ha a nyillal jelolt
pontokbdl indulnak?

|
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Eredmény. 44

Megoldds. Legyen az A 6r az, amelyik 14 perc alatt tesz meg egy kort (téglalap alakd ttvonal), B pedig az, aki 12 perc
alatt (négyzet alaku utvonal). Két lehetséges taldlkozdsi pontja van az 6roknek. Ha a baloldali pontban taldlkoznak,
miutdn A 6r megtett a egész kort, B pedig b egész kort, akkor a

14a+2 =12b+8

egyenlet biztosan teljesiil. Ezt az egyenletet egyszertisithetjiik 7a = 6b + 3-ra, amibdl kovetkezik, hogy 7| 6b + 3. Ha
prébalkozunk b € {0,1,2...} behelyettesitésével, akkor lathatjuk, hogy b = 3 és a = 3 a lehetd legkisebb megoldés.
Hasonléképp a jobb oldali ponton akkor talalkoznak az 6rok, ha

14a+5=12b+3

teljesiil. fgy egyszerlsithetiink 7a = 6b — 1-re, tehdt megkapjuk, hogy 7 | 6b — 1, ami miatt ebben az esetben biztos,
hogy b > 6. Ezek alapjan kiszamolhato, hogy az 0rok 14 - 3 + 2 = 44 perc utén talalkoznak el6szor.

19. Feladat Az a, b és c pozitiv egész szdmok eleget tesznek a kovetkezd egyenleteknek:

Va2 +b —172 = ¢,
V2 + b2 —220 =a.

Mi a lehet6 legnagyobb értéke az a + b + ¢ Osszegnek?
Eredmény. 26

Megoldds. Emeljiik négyzetre mindkét egyenletet és szdmoljuk ki az Osszegiiket, ami 2b% = 392. Mivel b-nek pozitivnak
kell lennie, az egyetlen megoldds b = 14. Ezt az elsé egyenlet négyzetébe behelyettesitve megkapjuk, hogy a? + 24 = ¢?
vagy c? — a? = 24. Legyen d = ¢ — a; ekkor d paros szdm, hiszen c és a mindketten vagy parosak vagy paratlanok.

A 2 —a% = (c—a)(c+ a) egyenlet értéke alulrél korlatos d(d + 2)-vel, ami d > 6 esetén legaldbb 48, ez pedig
nagyobb mint 24. Ezaltal d lehetséges értékei d = 2 és d = 4. Az elébbi esetben megkapjuk, hogy a + ¢ = 12, az értékek
pedig a = 5 és ¢ = 7. Utobbi esetben a + ¢ = 6, az értékek pedig a = 1 és ¢ = 5. Tehat a + b + ¢ lehetd legnagyobb
értéke 5 4+ 14 + 7 = 26.

20. Feladat Vegyiink egy kort, majd rajzoljuk meg a koréirt és beirt szabalyos hatszogeit. A koréirt hatszognek
mekkora részét fedi le a beirt hatszog?

Eredmény. %



Megoldds. Ha az abran lathaté mdédon egybevagd haromszogekre osztjuk a hatszogeket, majd szamolunk, megkapjuk

. - 18 _ 3
a valaszt, ami 57 = 7.

Alternativ megoldds. Legyen r a kor sugara! Mindkét hatszoget feloszthatjuk 6 szabalyos haromszogre; a beirt
hatszognél a hdromszogek magassaga % 3r, mig a koréirt hatszognél r. fgy a hosszusagok kozti méretarany k = %\/g,
ezdltal a teriiletek kozti méretardny k> = %.
21. Feladat Egy ember n-edik sziiletésnapjat akkor hivjuk négyzetsziletésnapnak, ha n > 1 és ha egy p primszam
osztéja n-nek, akkor p? is osztéja n-nek. Példaul n = 8 = 23 négyzetsziiletésnap, viszont n = 56 = 8 - 7 nem az. Jend
papa ebben az évben tinnepelte 196. sziiletésnapjat. Hany négyzetsziiletésnapja volt mar életében?

Eredmény. 20

Megoldds. Barmely négyzetsziiletésnapnak a p* kifejezés egy vagy tébb oszt6jabdl kell dllnia, ahol k > 1. Az sszes
196-ndl nem nagyobb ilyen oszté S = {4,8,9,16, 25,27, 32, 36,49, 64,81, 100, 121, 125,128, 144,169, 196}. Lathatjuk,
hogy S barmely két vagy tobb 27-nél nagyobb tagjanak szorzata vagy 6nmaga is S tagja, vagy nagyobb, mint 196.
A 27-nél nem nagyobb szdmok esetében csak 8 = 23 és 27 = 3% nem négyzetszam. Mivel négyzetszamok szorzata
négyzetszam, az eredmény vagy S tagja lenne, vagy nagyobb lenne mint 196. Végiil pedig azok a szorzatok, amelyekben
8 vagy 27, valamint S egy masik tagja szerepel, és kisebbek 196-nél, de nincsenek még S-ben, a 27 -4 = 108 és a
8 -9 = 72. Ebbdl kovetkezik, hogy a keresett négyzetsziiletésnapokbdl 18 + 2 = 20 van.

22. Feladat A Matematikai Menet nevil, igényességet mell6z6 matematikaverseny mér 10 éve zajlik. Az n. évben a
versenyen feladott feladatok szama mindig n + 2 volt, és mindegyik feladatot a szokdsos médon 1-t6l n + 2-ig szamoztak.
A verseny 11. évében a szervezok szeretnének mindegyik korabbi évbdl egy-egy feladatot dtvenni, hogy igy 10 feladatbdl
allo feladatsort tudjanak Gsszerakni, ahol az 1-t6l 10-ig szamozott feladatok megtartjik a kordbban kapott szamukat.
Hényféle kiilonbozé feladatsort tudnak Gsszerakni, ha a korabbi években nem szerepelt kétszer ugyanaz a feladat?
Eredmény. 3% -2 = 13122

Megoldds. A szervezék harom feladat koziil vélaszthatnak az 1. évbdl. A mésodik évbdl a maradék 4 — 1 = 3 feladat
koziil vélaszthatnak, mivel az egyik feladatsorszam mar foglalt. Konnyen ldthatd, hogy ez a minta megmarad a tébbi
évre is, vagyis a k-adik év feladataibdl valogatva mar k — 1 feladat nem elérhet6 a kordbbi déntés(ek) miatt, ezért csak
harom lehetOség marad egészen a 9. évig, amikor megjelenik a 11-es sorszamu feladat, ami mar tdl nagy, igy itt mar
csak két lehet6ség kozil tudnak valasztani. Végil pedig a 10. év feladatai kozt szerepel a 11-es és 12-es sorszamu,
amelyeket nem lehet vélasztani, igy ebbdl az évbdl csupén egy feladat marad valaszthaté. Osszességében 3% - 2 = 13122
kiilonféle feladatsort tudnak Osszeéllitani igy.

23. Feladat Talaljatok meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, aminek elsé szamjegye 1 és igaz ra az aldbbi allitas:
amikor az 1-es szamjegyet attessziik a szam végére, az igy kapott szam az eredeti haromszorosa.

Egy példa az els6 szamjegy athelyezésére: 174 — 741.
Eredmény. 142857

Megoldas. Mivel tudjuk, hogy a szdm utolsé szamjegye 1, megprobalhatjuk visszafejteni a szamot a kovetkezOképp:

L 3=...1=>2="7
Ly7-3=...Tl=y=5
...257-3=...5Tl=2=8

L I857-3=...837Tl =>t=2
...82857-3=...28071 = s=4
...742857 -3 =...428571 = r = 1.



Es valéban, 142857 - 3 = 428571 megfelel az llitasnak.

Alternativ megoldds. Béarmely legalabb kétjegyti, 1-gyel kezd6d6 pozitiv egész szam felirhaté 10* 4 a alakban, ahol
k > 1 és a egy k-jegyli szam. Miutan attessziik az 1-es szamjegyet az elejérdl a végére, a szam atvaltozik 10a + 1
alakira. Tehét a kovetkez6 egyenletet kell megoldanunk a-ra és k-ra:

3-(10% + a) = 10a + 1;
ezt egyszertsithetjik:
3-10F -1 =T7a.

A bal oldalon 16v$ szdm nem més, mint egy 2-es szamjegy, amit k darab kilences kovet. Keressiik meg a kell6 szamu
kilencest gy, hogy megprébaljuk elosztani 2999 .. .-et 7-tel addig, amig eltlinik a maradék. Igy megkapjuk, hogy
a = 42857, ami a 142857 megoldashoz vezet.

24. Feladat A képen ldthat6 két par egybevagd (pozitiv oldalhosszisdgi) négyzet konfigurdcidja, ahol a jel6lt pontok
tavolsaga 1. Mi a négy négyzet teriiletének Gsszege?

Eredmény. 58

Megoldds. Ha a kisebb négyzetek oldalait elnevezziik x-nek, a képen sziirkére szinezett derékszogli haromszogre pedig
a Pitagorasz-tételt alkalmazzuk, akkor megkapjuk, hogy

(22)* + (1 4+ 2)* = (1 + 22)*.
Ezt az egyenletet egyszerfisithetjiik 22 = 2z-re, amibdl kovetkezik, hogy x = 2. Tehét a vélasz 2(2% + 52) = 58.

X

-

25. Feladat Krisztian, a falméaszé egy fiiggoleges fal tetejérdl ereszkedik le. Ez azt jelenti, hogy 6 a kotél egyik
végéhez van kotve, a kotél atmegy egy rogzitett ponton a fal tetején, majd leér Lukacshoz, aki a f6ldon all és kézzel
engedi lejjebb cstszni a kotelet. A kotél rugalmas és Krisztidn stlyatol a terhelt része (Krisztidn és Lukécs kozott)
20 %-kal kinytlik. A kotél meg van jelolve a felénél, és ahogy Krisztidn egyre lejjebb ereszkedik, a jeloléssel akkor
talalkozik, amikor eléri a fal magassagdnak foldtSl szamitott egyharmaddat. Ett6l megnyugszik, mert biztos lesz, hogy a
kotél elég hosszu, és elkezd gondolkodni azon, hogy vajon milyen magas az egész fal. Amikor foldet ér és a kotél még
ugyanolyan feszes, még mindig marad 10 méter szabad kotél Lukdcs mogott. Az emberek magassagat és a megkotott
csomok kotélhosszisagat figyelmen kiviil hagyva, mi a fal teljes magassdga méterben?

Eredmény. 18

Megoldas. Legyen a kotél nyugalmi hossza [ és a fal magassdga h! Amikor a falmészo eléri a jelolést, akkor a kotél
(kinyujtott) fele kétszerese a falmdaszé fal tetejétdl mért tavolsdgdnak, igy teljesiil a kovetkezd egyenlet:

6 1 _, 2
5 2 3
Amikor a falméaszo foldet ér, hasonléképp megkapjuk, hogy
6
—(l—10) =2h
5 ( ) )
20h

amit konnyen megoldhatunk, ha behelyettesitjiik [ = -et az elsd egyenletbol, és megkapjuk a megoldédst, ami h = 18.
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26. Feladat Egy fiékban van n darab zokni. Ha két zoknit vesziink ki véletlenszertien anélkiil, hogy visszatennénk
6ket, annak az esélye, hogy mindkettd fekete szinii, 2/15. Mi az n lehetd legkisebb értéke?

Eredmény. 10

Megoldds. Legyen b a fekete zoknik szdma. Ekkor annak a valészinlisége, hogy mindkét zokni fekete, % . %. Mivel ez

a kifejezés megegyezik %—del, a kovetkez6 egyenletnek muszdj teljesiilnie:
15-b-(b—1)=2-n-(n—1).

Mivel 3 és 5 is osztdja a bal oldalnak és mindketten relativ primek 2-vel, biztosan osztéi n - (n — 1)-nek a jobb oldalon.
Nézzlik meg az egyenletet 3 és 5 kisebb tobbszoroseivel, és vegyiik észre, hogy ha n = 6, akkor 15-b-(b—1) = 2-6-5 = 60.
Azonban a b- (b — 1) = 4 egyenletnek nincs egész szam gyoke, igy n = 6 nem lehetséges megoldds. Ha n = 10, akkor
b-(b—1)=12-re megoldas a b = 4. Ezéltal a lehetd legkisebb n-érték 10.

27. Feladat Talaljatok meg a legnagyobb egész szamot, ami megfelel az alabbiaknak:
e pontosan hét szamjegyti,
e nincs két egyforma szamjegye,

e tObbszorose 11-nek.

Eredmény. 9876504

Megoldas. A 11-gyel vald osztés szabdlyat fogjuk alkalmazni: egy szam akkor és csak akkor oszthaté 11-gyel, ha a
paros és paratlan helyiértékén all6 szamjegyei 0sszegének kiilonbsége oszthatd 11-gyel.

Az adott szdmu szdmjeggyel rendelkezd szamok koziil (jelen esetben a hétjegyliek koziil) a legnagyobbak azok,
amelyek a legnagyobb szamjegyekkel kezd6dnek. fgy kezdjik a megoldas keresését azzal, hogy leirjuk a szamjegyeket
9-t61 kezdve lefelé haladva! Ha lefrjuk a 98765-6t, lathatjuk, hogy a , paratlan” helyiértékek Osszege 9 +7+5=214és a
»paros” helyiértékeké 8 + 6 = 14. A kettd kozti kiillonbség 7, és 11-gyel oszthatova kell tenniink gy, hogy pontosan
két szamjegyet haszndlunk fel a {0, 1,2, 3,4} halmazbdl. Ennek egyetlen médja, ha 0-t adunk a ,,parosokhoz” és 4-et
a ,paratlanokhoz”, ezzel megkapva a 9876504 eredményt. mivel az Osszes t6bbi, kritériumoknak megfeleld szamnak
98765-nél kisebb 6tjegyt sorozattal kellene kezdédnie, valoban ez a lehetd legnagyobb ilyen szam.

Alternativ megoldas. Kezdjiik a legnagyobb kiillonbozé szamjegyekbdl 4116 hétjegyi szammal, ami 9876543. Vagy a
11-gyel vald osztas szabdlyat, vagy irasbeli osztést alkalmazva jojjiink ré, hogy ez a szdm nem oszthaté 11-gyel, viszont
9876537 igen, és ez 11 legnagyobb tobbszorose, ami kisebb, mint az a szam, amibdl kiindultunk. Mivel ennek viszont
nem kiillonbo6zéek a szamjegyei, kivonunk beldle 11-et és megnézziik a kapott szamot is a szamjegyek kiilonbozésége
szempontjabdl. Néhany lépés mulva

9876537 — 9876526 — 9876515 — 9876504

eljutunk a keresett szamig, ami 9876504.

28. Feladat Legyen az ABCD négyszog oldalainak hossza AB =5, BC'=3 és CD = 10. A B cstcsnal 1év6 belsd
sz0g 240°, mig a C csicsndl 1év6 60°. Szamoljatok ki az AD oldal hosszat!
Eredmény. 13

Megoldds. Rajzoljuk be az abran lithaté BCE szabélyos haromszoget gy, hogy F a C'D szakaszon helyezkedik
el. Ekkor AED olyan haromszog, ahol AE = 8, ED = 7 és DEA< = 120°. Igy a koszinusztétel alapjan AD? =
82 472 -2.7-8cos120° = 169, tehit AD = 13.




Alternativ megoldds a koszinusztétel haszndlata nékil. Ha az AE D haromszoget meghosszabbitjuk egy 7 oldalhosszusdgu
szabdlyos hdromszog felével, tudjuk hasznalni a Pitagorasz-télelt, hogy megkapjuk AD? = (5+3+3,5)2+(3,5-\/§)2 = 169-
et.

29. Feladat Hany pozitiv egészekbdl 4ll6 rendezett (a,b, ¢, d) szdmnégyes elégiti ki a kovetkezd egyenletet?
2024 = (24a) - (0+b)-(2+c)-(4+4d)

Eredmény. 18
Megoldas. Eloszor is bontsuk primtényezdire a 2024-et:

2024 = 23 .11 - 23.

Mivel a, b, ¢ és d pozitiv egész szamok, tudjuk, hogy 2+ a > 3,2+ ¢ >3 és 4+ d > 5. Az egyenlet jobb oldalan
1-es vagy 2-es szorzdtényezd csak egyszer fordulhat el6 (0 + b)-ben, illetve 4-es tényezd is csak egyszer fordulhat el
(2 + a)-ban vagy (2 + ¢)-ben.

Mivel az egyenlet jobb oldalan 1évé szorzatnak négy tényezdje van, négy lehetséges felbontédsa van 2024-nek,
amelyekben legfeljebb egy tényez6 lehet kisebb 4-nél, vagyis

2024 =1-8-11-23 és 2024=1-4-22-23 és 2024=1-4-11-46 és 2024=2-4-11-23.

Az els6 felbontasnal b = 1 és a fennmaradd tényezoket kioszthatjuk a + 2, ¢ + 2 és d + 4 kozott barhogy, ezaltal
6 megoldést eredményezve. A mésodik felbontasnal b = 1, ezutéan pedig vagy a + 2 =4, vagy c+ 2 = 4. Es mindkét
esetben kétféle modon oszthatéd fel a masik két tényezd, tehat ennek a felosztasnak 4 megoldasa van. Ugyanezen az
elven a harmadik és negyedik felbontdsnak is négy-négy megoldasa van. Tehat Osszességében 18 kiilonb6zd szamnégyes
létezik mint lehetséges megoldas:

2024 felbontasa megoldas
a|b| c| d
2024 =8-1-11-23 61| 9|19
2024 =8-1-23-11 61121 7
2024 =11-1-8-23 911 6 | 19
2024 =11-1-23-8 911 (21| 4
2024=23-1-8-11 | 21 |1| 6| 7
2024 =23-1-11-8| 21 |1| 9| 4
2024 =4-2-11-23 2121 9119
2024 =4-2-23-11 21221 7
2024 =11-2-4-23 912 21|19
2024 =23-2-4-11| 21 |2| 2| 7
2024 =4-1-22-23 21120119
2024 =4-1-23-22 21121118
2024 =4-1-46-11 21| 44 7
2024 =4-1-11-46 211 9 | 42
2024 =22-1-4-23 | 20| 1| 2|19
2024 =23-1-4-22| 21| 1| 2|18
2024 =46-1-4-11| 44 | 1| 2| 7
2024 =11-1-4-46 91| 2142

30. Feladat Legyen z és y két pozitiv egész szdam, amelyekre igaz, hogy
2.3y = (aabrhrbesd). (24%+i+%+~--+6%)2 . (24i+%+é+~~+&)3 . (24&)59,

Adjétok meg x + y értékét!
Eredmény. 3540
Megoldds. Mivel 2% - 3¥ = 24 tudjuk, hogy

1 (1 2 1 2 3 1 2 3 4 12 59
k:+<+>+<++)+<+++>+~--+(++-~+ )z

2 "\3"3 4744 55 5 5 60 60 ' 60
1 2 3 4 59

“pfgta Tttty T

1 (1459)-59

=g e

=15-59.
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Ebbél kivetkezik 2% - 3¥ = (23 - 31)1559  ami azt jelenti, hogy # = 3-15-59 = 45-59 és y = 15-59. Tehat
z +y = 60-59 = 3540.

31. Feladat Anna imadja az almat, kifejezetten a 18 elem hosszi, piros- és zoldalmakbdl all6 sorozatokat, amelyek
gy vannak elrendezve, hogy benniik barmely egybefiiggd egytucat almabdl all6 sor legaldbb hét zoldalmét tartalmaz.
Hény ilyen, legfeljebb Gsszesen nyolc zoldalmat tartalmazé sorozat 1étezik?

Eredmény. 21

Megoldds. Vizsgéljuk egy pillanatra csak az elsé és utolsé tucat almét! Ha a kozéps6 féltucatnyi almasor (vagyis a
7—12. helyen allé almak) kizardlag zoldalmakbdl 4ll, akkor az els6 és az utolsé tucat almabdl is csak egy-egy zold
hidnyzik, amit kdnnyen korrigalhatunk tgy, hogy az els6 és az utolso féltucat alma ko6zé barhova elhelyeziink egy-egy
zoldet, igy Gsszesen nyolc zoldalma elég a feltétel teljesitéséhez. Ha a kozépso féltucat alma koziil valahany piros, akkor
tobb zoldalma kell 6sszesen, hiszen mindegyik koézépso féltucatbdl eltavolitott zoldalma helyett kettot kell behelyezniink
(egyet az elsé féltucatba, egyet az utolsé féltucatba). fgy hat 8 a zoldalmék minimalis mennyisége, melyek koziil hatot
mindenképp kozépre kell helyezniink, egyet az els6 féltucat kozé, egyet pedig a sorozat végén 1évé féltucat kozé.

Azonban az els6 és utolsé zoldalmat nem helyezhetjiik el tetszélegesen. Ahhoz, hogy mindegyik egybefiigg6 egytucat
almara teljesiiljon a feltétel, a két szélsé zoldalma kozti tavolsadg nem lehet t6bb 12-nél, példaul ha az elsé zoldalma a 2-es
helyre keriil, akkor az utolsé a 13-as vagy a 14-es helyre keriilhet. Az els6 zdldalma elhelyezkedésétdl fiiggben tehét az
utolsé zoldalma elhelyezésére 1-t6l 6-ig terjedo lehet&ség van. Ezeket Gsszeadva megkapjuk, hogy 14+2+3+4+5+6 = 21
lehetséges sorozat 1étezik.

32. Feladat Ferkonak 1Ft, 2Ft és 5 Ft értékli érméi vannak. 1Ft-osbdl 33 db van neki, 2 Ft-osbdl 106 db, 5 Ft-osbdl
pedig 31 db. Két halomba akarja szétosztani 6ket gy, hogy mindkettében azonos szamu érme legyen és a két halom
Osszértéke megegyezzen, hogy majd az egyik kupacot a hiuganak adja. Hanyféleképpen tudja Gsszedllitani azt a kupacot,
amit a higanak ad? Az azonos értékli érmék megkiilonboztethetetlenek.

Eredmény. 12
Megoldds. Legyen a, b és c rendre a Ferkd hiigdnak adott kupacban 1év6 1 Ft-os, 2 Ft-os és 5 Ft-os érmék szama. fgy
létrejonnek a kovetkezo egyenletek:

1
a+b+c=§(33+106+31):85,
és .
a+2b+5c=5(33+2-106+5~31):200.

Ha kivonjuk az elsé egyenletet a masodikbol, megkapjuk, hogy b+ 4c = 115. Ennek az egyenetnek b = 115 — 4c¢ alakban
felirhaté megolddsai vannak minden c-re. Azonban a b-re vonatkozé 0 < 115 — 4¢ < 106 megszoritasok feltételezik, hogy
c € {3,4,...,28}. De nem mindegyik megolddsnak van értelmezhetd eredménye az 1 Ft-os érmék szdmdra. Ezért be kell
vezetniink a 0 < 85 — (115 — 4¢ + ¢) = —30 + 3¢ < 33 kitételt c-re. Ebbdl lathatjuk, hogy c-nek csak a {10,11,...21}
halmazbdl kikeriil6 értékei vezetnek elfogadhaté megolddshoz. Tehat osszesen 12 lehetséges mdd van a szétosztasra.

33. Feladat Az abran egy szabdlyos haromszog, egy szabdlyos 0tszog és egy téglalap ugy helyezkedik el, hogy a
cstcsaik egy része réfekszik egy korre (amelynek csak egy {vét latjuk). Adjatok meg a kérdbjellel jelolt szog méretét
fokban!

Eredmény. 36°

Megoldds. Elevenitsiik fel azt a tényt, hogy egy adott w kor esetén az a szog, mely alatt egy, az w koriven fekvé
Z pontbdl egy XY koriv ldtszik (melynek végpontjai szintén az w koéron fekszenek) csak attdl fiigg, hogy a Z pont az
X és Y pontok altal meghatarozott két koriv koziil melyiken fekszik, és a két lehetséges sz6g Gsszege 180°.




A mi helyzetiinkben, néhany pontot elnevezve a fenti kép szerint, illetve a szabalyos 6tszogek és haromszogek ismert
belsé szogei alapjan
AEC< =180° — ABC< =180° — 60° — 108° = 12°.

Hasonléan,
BED< = 180° — BCD< = 180° — 60° — 90° = 30°.

Végiil, mivel ABC' egy egyenld szari haromszog,

180° — 108° — o
BEC<« = BAC« = 80 (2]8 60 = 6°,

és igy a harom szog atfedéseibdl kiszamithatd, hogy

AED< = 12° +30° — 6° = 36°.

34. Feladat Hanyféleképpen tudunk 9 bastyat elhelyezni egy 4 x 4-es sakktablan tugy, hogy mindegyik bastyat
tamadja legalabb egy masik bastya? Két bastya akkor tdmadja egymast, ha ugyanabban a sorban vagy oszlopban
allnak.

Eredmény. 11296

Megoldds. Szamoljuk meg azokat az elrendezéseket, ahol legalabb egy bastyat nem tamad egy mésik bastya sem. Egy
ilyen bastyanak egyediil kell lennie a sordban és az oszlopaban is, ami azt jelenti, hogy legfeljebb egy ilyen bastya
lehet a tablan. Barmelyik mezore elhelyezhetjiik, 4 - 4 = 16 médon. A hozza tartozé sort és oszlopot kivéve marad
kilenc mezd, ahova el kell helyezniink a maradék nyolc bastyat. Az iiresen maradé mezét 9-féleképp valaszthatjuk ki.
Osszesen 16 -9 = 144 kiilénboz8 médon rendezhetjiik el igy a bastydkat. Annak az Gsszes médja, hogy tizenhat mez8bdl
kilencet kivalasszunk, (196) = 11440, tehat a keresett eredmény 11440 — 144 = 11296.

35. Feladat Talaljatok meg a legnagyobb N pozitiv egész szamot, ami nem primszam és az N-en kiviili Osszes
osztoéja kisebb mint 100.

Eredmény. 9409

Megoldds. Mivel N nem primszam, vagy egyenldé 1-gyel, vagy 1étezik egy p < N primszam, ami osztdja N-nek. A
p < 100 kikotés elvezet minket ahhoz, hogy
p < 97.

Vegyiik észre, hogy N = 972 = 9409 eleget tesz a feltételeknek.

Feltételezziik, hogy 1étezik egy N’ > 9409 szdm, ami szintén kielégiti a feltételeket. Ha p < 97 olyan primszam,
ami osztdja N'-nek, akkor N?l hdnyadosa 97-nél nagyobb egész szam. Ebb6l kovetkezik, hogy NT/ € {98,99}, hiszen N’
minden osztdjdnak 100-nél kisebbnek kell lennie. Viszont ekkor N’ oszthat6 k € {2,3}-val, és a megadott feltételb&l

kovetkezik, hogy

!

N
N’:k-7g3-99<972,

ami ellentmondas.
Ezért N = 9409 a keresett szam.

36. Feladat Vonalvarosban van harom buszjarat, egy kozponti buszallomas és 1,2, 3, ... pozitiv egész szamokkal
jelolt buszmegallék. Mindhédrom jérat a koézponti allomdasrdl indul (amit az dbran c-vel jeloltiink), majd névekvé
sorrendben athaladnak az Gsszes megallén. Az A buszjarat mindegyik megalléban megdll (1,2,3,...), mig a B jarat
minden mésodik megélléban (2,4,6,...), a C jarat pedig minden harmadik megalléban (3,6,9,...). Dani a kézponti
allomdsrdl indul, kivalaszt egy buszt, és a 17-es megalloba szeretne eljutni. Az Gsszes olyan megalléban, ahol a jelenlegi
busza megall, leszallhat és feliilhet egy mésik buszra, vagy maradhat ugyanazon a buszon a kovetkez6 megalldig.
Hanyféleképpen tud Dani eljutni a célalloméasara, ha a csak varakozasi idoben kiilonbo6z6é utvonalakat azonosnak
tekintjiik?

c 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A O~0—~0—~0—~0—0—0—0—0—C- -
B O—O—O—O—0— -
cO O O o -

Eredmény. 845
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Megoldds. Nevezzlink egy buszmegallét sg-nak, ha mindharom buszjarat megéll ott, és legyen s az so-t kdvet6 k-adik
buszmegdlld, ahol az A jarat megéll. Szamoljuk ki, hogy hényféleképpen tud Dani eljutni az sg-os megalléig az sg-bol.

1. Dani pontosan egyféleképpen juthat el az si-es megalloba, mégpedig az A buszjarattal.

2. Kétféleképpen lehet eljutni az so-es megalldba, vagy az A buszjarattal az s; megallébdl, vagy a B jarattal az
so megallobol.

3. Hogy eljusson az s3-as megdlléig, Dani vagy feliilt a C jaratra az sy megalléban, vagy az A jaratra az so megalloban
(amit 2 médon érhetett el); tehdt erre 3 lehetsége volt Gsszesen.

4. Az s4-es megalloba eljutni vagy az A jarattal lehet az s3 megdllobdl, vagy a B jarattal az so megallobdl, vagyis
3+ 2 =5 mddja van az idejutasnak.

5. Hogy az s5-0s megdlldt elérjiik, mindossze egy lehetdség van, mégpedig az A buszjarattal az s, megallobdl, igy
ide is 5 mddon lehet eljutni.

6. Végiil pedig, hogy eljussunk az sg-os megélléba, vagy az A jaratra kell felszéllni az s5 megalléban, vagy a B jaratra
az s4 megalléban, vagy a C jaratra az sz megdlléban, ezért dsszesen 3 + 5+ 5 = 13 mddon tudunk idejutni.

Mindharom buszjarat megéll a c-vel jelolt kozponti dlloméson, a 6-os szamu buszmegélléban, illetve a 12-es szamu
buszmegélléban. Mivel barmelyik olyan megall6, ahol mindegyik jarat megéll, behelyettesithet6 sg-nak, 13-féleképpen
juthat el Dani a ¢ kézponti dllomasbdl a 6-os megélléba és a 6-os megdallébdl a 12-es megalloba. Kikovetkeztethetjiik,
hogy ahhoz, hogy a 12-esb6l a 17-es megalldig elérjen, ugyanaz, mintha az s5-6s megdalléba menne az so-bdl, tehat
ennek 5 lehetséges médja van. Osszességében 5 - 13 - 13 = 845 kiilonbozé médon juthat el Dani a 17-es megall6ba.
Alternativ megoldds. Hivatkozzunk a buszmegéllékra a sorszamukkal és legyen ¢ = 0. Barmely s megéllt elérhetiink
az A buszjarattal, széval minden eggyel korabbi s — 1 megélléig tarté utazast meghosszabbithatunk az s megalléig
az A buszjarat segitségével. Ha a B jarat megall az s megélléban, akkor az utazis meghosszabbithaté s — 2-bol
s-ig. Hasonl6 megdallapitds igaz az olyan s megallékra, ahol a C' jarat 4ll meg. Tehdat ha J(s)-sel jeloljik azoknak az
utvonalaknak a szamét, ahanyféleképpen Dani eljuthat s-be, akkor s > 1-re megkapjuk, hogy

J(s)=J(s—1)
+ J(s — 2) ha s oszthaté kettével
+ J(s — 3) ha s oszthaté hdrommal.

Mivel a koézponti dllomds csak egyféleképpen ,elérhetd”, tudjuk, hogy J(0) = 1 és megéllapithatjuk J(17) értékét az
ismert ismétlédés segitségével; a tablazat alatti nyilak azt mutatjdk, mely értékek adodnak Gssze az adott cella értékét
adva.

s|10|1|2|3(4]5|6|7|8|9(10(11]12|13|14|15|16|17

J)| 1| 1] 2]3|5|5]|13]13[26|39|65]65 |169/169|338/507(845|845
N S X I T S O T T

37. Feladat Az |z] jeldli azt a legnagyobb egész szdmot, ami nem nagyobb, mint az z valds szdm. Legyen aq,as, . ..
valés szémok olyan sorozata, ahol a; = /3 és minden n > 1-re teljesiil

1
et =Ll T

Mi az a2024 elem értéke7
Eredmény. 3034 + @ = 3035 + @

Megoldds. Tudjuk, hogy a; tortrésze a; — |a1| = v/3 — 1. Ezért felirhaté gy, hogy a1 = 1 + v/3 — 1. Szamoljuk ki az
els6 pér elemet!

1 3+1 3-1
az =1+ =1+\f+ =2+‘[ :
V3-1 2 2
2 2v3 42
az =2+ =2+ V3 + =2+V3+1=3+1+V3-1,
V3-1 2
1 3+1 3-1
:4+\er =3+2+\[ .
V3-1 2 2
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Vegyiik észre, hogy az a; és as elemeknek ugyanaz a tortrésze, v/3 — 1, és kiilonbségiik as — a; = 3. Ugyanez mondhaté

el ag-10l és ay-rdl, tortrésziikk egyarant \/52*1 és kiillonbségiik ay — as = 3. Ez a kovetkezo feltevéshez vezet minket:

aokp1 = 3k + 143 —16s agpyo =3k +2+ ‘/‘3’2’1, ahol k = 0,1,.... Ennek érvényességét az Gsszes k-ra bizonyithatjuk
indukciéval; egyértelmi k = 1-re és k = 2-re. A t6bbi értékre elég behelyettesiteni a képleteket az a, 11 = [an |+
definiciéba. Figyeljiik meg, hogy

an—lan]

1 1 V3+1 V3—1
= +———=3k+1+———=3k+1+ =3k+2+ ,
azk+z = [azie] agk+1 — [Q2k+1] V31 2 2
1 2-(V3+1)
ag(k+1)+1:La2k+zj+m:3k+2+\/§_l:3k+2+f:3(k—f-l)—'—l—'—\/g—l

Tehat aggeq = 3034 + @ = @

38. Feladat Vegyiink egy 10 x 10-es biliardasztalt rajta két golyoval, a képen lathato elrendezésben. Mindkét golyd
kiterjedés nélkiili (pontszerii), mindig egyenesen mozog és amikor falba iitkozik, ugyanolyan szégben pattan vissza
réla. Nézzétek meg az Osszes lehetséges uitvonalat, amelyben az A golyd pontosan két falrél pattan vissza, miel6tt
beleiitkdzik a B golydba, és szamoljatok ki az utak hosszisagénak négyzetosszegét!

Eredmény. 2520

Megoldds. Elbszor jegyezziik meg, hogy A = [2,4] és B = [6, 3] a négyzet bal alsé sarkdtdl szdmitva. Tikrozzik A-t és
B-t a négyzet oldalaira és nevezziik el a kapott pontokat az aldbbi dbranak megfelelen!

By
A2 ‘.
/N
/7 N
’ S
/ AR
/ S
’ \
/ N
/ N
, N
,, N N M
’ \\
/ \
/ \
/ N
’
’ AN
/ \
4 \
/ \
Y A A \\ 'A3
/
B3\.
B B 7
1\\ //
7
N
N //
. ~1L
N - .
N //
N
N e
N e .
N 7, ‘.'
~ - ‘e"
e B4
\/
Ay

Tekintstiik azt a palydt A és B kozott, ami K N-r6l, majd M N-r6l pattan vissza, és tiikrozziik K N-re (illetve M N-re)
az A-bol (illetve B-bél) kiindulé szakaszt. A visszaverddés torvényei miatt ekkor pontosan az A Bs szakaszt kapjuk (a
folytatdsban gy fogalmazunk, hogy a pélyat kiegyenesitettik A, Bo-vé). Megjegyzendd, hogy ez az egyetlen elfogadhatd
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péalya, ami pontosan errél a két falrél pattan vissza. Egy lehetséges A -+ MN — KN — B palya kiegyenesitése az
Ay By szakaszt eredményezné, ami egy pontban sem metszi a K LM N négyzetet. Ez a visszaverddés tulajdonsagainak
koszonhetd, melyek miatt N felezOpontja az A1 As és a By By szakasznak is. Tehat ez utébbi palya nem lehetséges.

Hasonléképp a K LM N négyzet két szomszédos oldalardl visszapattané Osszes keresett palya kiegyenesithet6 az
A1 By A3 By négyszog (vagy az eltolt hasonmdsa, By AaBsAy) egyik oldaldvd. Az Osszetartozé egybeviagd oldalak koziil
pontosan egyet hasznalunk, mert a maéasik ellentmondéashoz vezetne. Ebbol kovetkezik, hogy ezek a palydk olyan
jarulékot adnak a végleges négyzetosszeghez, mint az A Bo A3 By négyszog oldalhosszisagainak négyzetosszege. A
Pitagorasz-tételt hasznélva, illetve tudvén, hogy a négyszog atléi merdlegesek és a C' = [6, 4] pontban metszik egymadst
(14sd az aldbbi dbrdn), kiszdmolhatjuk, hogy

2(82 +13% + 122 + 7%) = 852.

Most mar csak azokat az eseteket kell megvizsgalnunk, ahol a pélya a K LM N négyzet két ellentétes falardl pattan
vissza, mint ahogy az alabbi két példa mutatja:

By
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Ebben az esetben mindkét sorrend lehetséges, vagyis a jarulék egyenld az Ay BaByAy és Ay A3 Bs By paralelogrammak
atloinak négyzetosszegével. Azt a tényt alapul véve, hogy egy paralelogramma atléinak négyzetosszege egyenld az
oldalhosszainak négyzetosszegével, mindkét paralelogramma&ra megkapjuk, hogy

2(20% + 12 + 4%) = 834.

igy tehét a teljes négyzetosszeg
852 + 2 - 834 = 2520.

39. Feladat Jelolje két pozitiv egész szdm Osszefiizését (konkatendcidjat) = || y, azaz ha sorban lefrjuk x szémjegyeit
és y szamjegyeit is egymds utdn, akkor kapjuk a z || y szdmot. Példaul 3 || 4 = 34, 24 || 5 = 245 és 20 || 24 = 2024.
Azt mondjuk, hogy egy n pozitiv egész szam hdrmasosztédds, ha van 3 kilonbozé a, b és ¢ pozitiv egész szdm (nem
kezdddhetnek nulldval) tigy, hogy n =a || b || ¢ és a osztdja b-nek, tovdbba b osztéja c-nek. Mi a legnagyobb Gtjegyii
harmasoszt6dos szam?

Eredmény. 94590

Megoldds. Vegyiik észre, hogy az a, b és ¢ szamok kiillonbozosége és az oszthatdsagi kitétel miatt teljestil 2-a < b és
2-b < c. Nevezziik s(k)-nak k szdmjegyeinek szdmdt! Az oszthatdségi kitételekbdl kovetkezik, hogy az s(a), s(b) és s(c)
mennyiségek sorban nem csokkendek. Tehat csak két eset lehetséges:

1. A szdmjegyek szdma s(a) = 1, s(b) = 1 és s(c) = 3. Ekkor az a szdm legfeljebb 4 < %. Ez a kévetkez6 eredményhez
vezet: a =4, b =8 és ¢ = 992.

2. A szdmjegyek szdma s(a) = 1, s(b) = 2 és s(c) = 2. Ekkor a b szam legfeljebb 49 < %. Hogy maximalizaljuk
a |l b || ¢ értékét, feltételezziik, hogy az elsé szamjegy 9. Igy b lehetd legnagyobb értéke b = 45, amibél kivetkezik,
hogy ¢ = 90. Barmely kisebb a érték kisebb eredményhez vezetne.

Tehat a lehetd legnagyobb keresett szam 94590.

40. Feladat Hasznéljuk az S, jelolést, ahol S szamjegyek egy sorozata és x egy alsé indexbe tett pozitiv egész,
amely nagyobb minden S-ben hasznélt szamjegynél! Ezzel azt jelezziik, hogy a szdmot = alapt szamrendszerben kell
érteni. Példdul 242, = 2-72 +4-74 2 = 128,y = 100000005. Keressétek meg az dsszes olyan > 5 egész szam Osszegét,
melyre igaz a kovetkezo allités:

2024, oszthaté 15,-szel.

Eredmény. 471

Megoldds. Olyan x értéket keresiink, amire teljesiil, hogy a 2“’2*% tort értéke egész szam. Mivel

223 + 22 + 4 256
e B R MO S
r+5 T+5

elégséges, ha = + 5 osztéja 256 = 28-nak. Mivel = > 5, ezért 10-nél nagyobb osztokat keresiink. Az Gsszes ilyen osztéd
16, 32, 64, 128 és 256. Ezaltal a keresett megoldéas a kovetkezo Osszeg:

D (20 —5) =27 —2" 25 =512 — 16 — 25 = 471

41. Feladat Van két dobozunk: az elsében 6t tokéletes és kilenc hibas villanykorte van, a mésodik dobozban pedig
kilenc tokéletes és 0t hibas villanykorte. A tokéletes korték mindig miikodnek, a hibasok viszont p valdszintiséggel
miikodnek (ahol 0 < p < 1) és ez a p minden kortére ugyanaz. Adjdtok meg p értékét, ha tudjuk, hogy az aldbbi két
esemény valoszintlisége megegyezik:

1. Egy els6 dobozbdl véletlenszeriien vélasztott villanykorte miikodik.

2. A mésodik dobozbdl véletlenszeriien valasztva két villanykortét, mindketté miikodik.

Eredmény. 7/20

16



Megoldas. Forduljunk egyenesen a kombinatorikai médszerek felé: Az els6 esemény valésziniisége

P1 5 + 9]9),

:ﬂ(

mig a méasodik eseményre azt kapjuk, hogy

e gy ()0 ()

Most az a célunk, hogy kiszamoljuk P; = P»-t, ami egy médsodfoku egyenlet és a szokott médokon megoldhaté. Azonban
észrevehetjik, hogy p = 1 biztosan az egyik megoldés, igy konnyedén megtaldlhatjuk a mésikat is Viete-formulak
haszndlatdval: idézziik fel, hogy egy a - (x — 1) - (x — ro) = 0 mésodfoki egyenlet konstans tagja a -7y - ro, ahol ry és 7o
a gyokok, és a az 2 masodfoku tag egyiitthatéja. fgy megtalalhatjuk a masik megoldast a kdvetkezSképp:

42. Feladat Hatédrozzatok meg az aldbbi, harom egybevagd csonkolt korhengerbdl all6 test térfogatdat! A hengerek
tengelyei egy szabdlyos hdromszog csicsaiban metszik egymast. Megadtuk a belsd és kiils6 hatdroléélek hosszat (melyek
ugyanugy szabdlyos haromszogeket adnak ki).

Eredmény. %

Megoldds. Nézziik a testnek azt a metszetét, amelyen a legbelsé és legkiilso éle talalhato és rajzoljuk be az X Z szakaszt
Y Z-re merolegesen, ahogy a képen lathaté.

A testet meghatdrozé szabalyos haromszogek szimmetridja miatt tudjuk, hogy |YZ| = 3 és |ZY X <] = 30°, tehat
|XZ| = /3. Ha az egész testet elvagjuk az abran jelzett pontozott és szaggatott vonalak sikjai mentén, akkor kapunk

harom % = @ sugaru és 10 magassagu hengert, valamint hat kisebb darabot, amelyeket kettesével Gsszeilletszve
létrehozhatunk harom ugyanilyen sugari, 3 magassidgi hengert. Tehat a keresett térfogat

2
11
V:w<*f> (3-1o+3-3):%.
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43. Feladat Tiz paronként kiillonbozé pozitiv egész szamot felirtunk egy sorba.
e Barmely két szomszédos szam Osszege oszthaté harommal,
e barmely harom szomszédos szam Osszege oszthatd kettével.

Mi a tiz szdm Osszegének lehetd legkisebb értéke?
Eredmény. 78
Megoldds. Az optimélis szamsor 2,1,5,4,11,7,8,13,17, 10, ezek Osszege 78.

Ha az egyik szam oszthaté 3-mal, akkor a szomszédai is oszthatdk 3-mal és igy tovabb, az Gsszes szadm oszthatd lesz
hdrommal. Tehdt ekkor a lehetd legkisebb Osszeg 3- (1+2+---4+10) =3 - % = 165 > 78, ami nem lehet optimélis.

Mivel harom egymast kovetd szamnak 2-vel oszthaténak kell lennie, két lehet6ségiink van mindegyik szamharmasra:
vagy mindhdrom péros, vagy a hdarom koziil ketté paratlan és egy paros. Vizsgaljuk meg az x;, x;41, ;42 szamharmast,
ahol mindharom szam paros. Ekkor az x;_1, x;, z;11 szdmharmas nem tartalmazhat két paratlant, vagyis z; 1 ugyancsak
péaros. Ezaltal ebben az esetben mindegyik szam paros. A lehet6 legkisebb Osszeg 2 - % =110 > 78, ami nem lehet
optimalis.

Tehat mindegyik szdmhérmasban lennie kell két paratlan (N) szdmnak és egy parosnak (S). Harom lehetséges
elrendezés 1étezik:

e NSNNSNNSNN — Ha 6sszeadjuk a 7 legkisebb paratlan és a 3 legkisebb paros szamot, amelyek nem oszthaték
harommal, akkor az 1 +54+ 7+ 11+ 13+ 174+ 19+ 2+ 4 + 8 = 87 > 78 leheto legkisebb Osszeget kapjuk, igy ez
az elrendezés nem optimélis.

o NNSNNSNNSN — Ez az elrendezés szimmetrikus az elézére.

e SNNSNNSNNS — Ha Gsszeadjuk a 6 legkisebb paratlan és a 4 legkisebb paros szamot, amelyek nem oszthatok
harommal, akkor az 1 +5+7+ 11+ 13+ 174+ 2+ 4+ 8 + 10 = 78 leheto legkisebb Osszeget kapjuk, ami a keresett
megoldas.

44. Feladat Zsofi tortszamokkal jatszadozik. Le akar irni két pozitiv egész a, b szamot, amelyekre teljesiil, hogy

2020 a2 999

2024 = b < 1000

és a + b a leheto legkisebb. Tegyetek ti is ugy, mint Zséfi, és adjatok be megoldasként ezt a minimalis a + b Gsszeget.
Eredmény. 553
Megoldds. A megadott egyenldtlenség ekvivalens azzal, hogy

1000 < b < 2024
999 a? ~ 2020°

Ezért Zsofinak ugy kell kivalasztania a-t, hogy az legyen a legkisebb pozitiv egész, melyre 1étezik olyan b pozitiv egész,

amire teljesiil

@a2<b<&24a2 <— a2+ia<b<a a
999 2020 999 2020

Ha a < 32, azt kapja, hogy a? < a? + % < a? + 1. Ha van olyan a < 32, amire igaz, hogy 2%20 > 1, akkor veheti a
legkisebb a-t, ami eleget tesz ennek az egyenltlenségnek. Ekkor
4-222 442 1936 - . 4-232 462 2116 S
= = es = =
2020 2020 2020 2020 2020 2020

1.

Tehdt a = 23 és b = a? + 1 = 530 értékekre teljesiil a feladatban megadott egyenlétlenség, igy a keresett érték
a+b =23+ 530 = 553.

45. Feladat FEgy sdtor padldja haromszog alaki, amelynek oldalhosszai 1,3; 2 és 2,1 méteresek. A gyart6 gy szeretné
reklamozni a satrat, hogy egy h magassdgi ember bdrhogyan le tud benne fekiidni, ami azt jelenti, hogy a padlé
barmelyik pontja egy lehetséges alvépozicidhoz tartozik (azaz egy h hosszi szakaszban levd pont, ahol ez a szakasz
teljes egészében a hdromszogben van). Legfeljebb mekkora lehet h, méterben kifejezve?

126

Eredmény. &
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Megoldds. Azt allitjuk, hogy a leghosszabb szakasz, amit egy hegyesszogii haromszogbe irhatunk (mint pl. a sator
padléja) annak egy tetszéleges pontjat metszve, az a leghosszabb magassiga. Ha egy oldalhoz berajzoljuk az Gsszes
0sszekoto szakaszt a szemben 1évE csicsbdl, befedve a teljes haromszoget, akkor a legrovidebb behuzott szakasz az
adott oldal magassdga (mivel egy hegyesszogii hdromszog magéban foglalja mindegyik magassdgvonalat). Mar csak
azt kell megmutatnunk, hogy nincs ennél hosszabb szakasz, ami megfelel a kitételnek. Nézziik meg a leghosszabb
magassdg talppontjat. Ha a hozzatartozo oldal révidebb, mint a magassag, akkor nincs hosszabb szakasz, ami beférne a
haromszogbe (hiszen mindegyik talppontot tartalmazé szakasz legfeljebb olyan hosszd, mint vagy az oldalhoz tartozd
magassag, vagy maga az oldal). A hdromszog teriiletére vonatkozé képletbdl kideriil, hogy a leghosszabb magassag a
legrovidebb oldalhoz tartozik, ami esetlinkben 1,3 méter. Ezéltal ha az ehhez tartozé magassdg hosszabb 1,3 méternél,
akkor megvagyunk.

Sok moddja van az oldalhoz tartozé magassag kiszdmoldsdnak. Hasznalhatnank a Hérdén-képletet a teriilet
kiszamoléasara, majd eloszthatnank az oldalhossz felével. Mi egy ennél egyszeriibb médszert alkalmazunk. Fel-
szorozzuk az Gsszes értéket 10-zel (vagyis deciméterben szdmolunk méter helyett). Legyen x,13 — x azok a hosszok,
ahol a keresett magassag vonala metszi a 13 hosszusagu oldalt. Ezutdn a Pitagorasz-tétel segitségével kiszdmoljuk, hogy

20% — 2% = 21?2 — (13 — 2)?, (1)
261 = 128, (2)
64

3)

h=4/20% — (?3)2’ (4)

4
= — /25169 — 256, (5)

Ezéaltal a magassag

13
_ 4 9-9-49 ©
T 13 ’
252
pr— _— 7
Mivel % > 13, ezért a magassag nagyobb, mint az oldalhossz, mint ahogy azt szeretnénk. A végeredmény tehat
méterben mérve 232 = 120,

46. Feladat Keressétek meg a legnagyobb olyan ¢ pozitiv egész szamot, amire igaz, hogy barmely n > 55 pozitiv
egész esetén g osztdja a kovetkezl szorzatnak:

n(n +4)(n — 23)(n — 54)(n + 63).

Eredmény. 40

Megoldds. Legyen a szorzat eredménye A. Ha megprobéljuk elosztani A-t 5-tel, akkor latjuk, hogy az egyes tényezdk
rendre az n, n + 4, n+ 2, n + 1, és n + 3 maradékosztalyokban lesznek. Mivel mind kiilénboznek, legalabb egyikiik 0
(mod 5), vagyis 5 | A. Ha n péros, akkor A-nak hdrom péros tényezdje van, tehat 8 | A. Ha n pdaratlan, akkor két
péaros tényezd van, n — 23 és n + 63, melyek kiilonbsége 86. Tovabba 86 = 2 (mod 4), széval pontosan egy tényezd
t6bbszorose 4-nek, vagyis 8 | A. Egylittesen ez azt jelenti, hogy 40 | A.

Ha n = 59, megkapjuk, hogy 2 és 5 legnagyobb t6bbszorosei, amik osztéi A-nak, pontosan 8 és 5. Ha n = 55,
megkapjuk, hogy 31 A. Végiil pedig barmely p > 5 primre A szorzdtényezéi legfeljebb 5 < p kilénb6zé maradékosztalyt
foglalnak el p-vel val6 osztdskor, tehdt mindenképp tudunk tgy n-t vélasztani, hogy p 1 A.

Ezéltal az eredmény g = 40.

47. Feladat Adém, Bea, Cili, Dani és Erik két kurzuson vesz részt. Adam és Bea csak az egyikre jar, Cili és Erik
pedig csak a masikra, mig Dani mindkettét latogatja. Roberta tudja, hogy mindkét kurzusra harom-harom didk jar, de
azt nem tudja, hogy melyik hdrom. fgy megkér mindenkit, hogy véletlenszeriien mutasson ra valamelyik csoporttarsara
a kurzusokrdl (tehdt Dani barmelyik mésik didkra %-es valdszintiséggel mutat ré stb.). Mi a valdszintisége annak, hogy
Roberta képes lesz ebbdl rdjonni, hogy Dani az, aki mindkét kurzust latogatja?

Eredmény. %

Megoldds. Ha egy didk ramutat egy masik didkra, akkor azt mondjuk, hogy kapcsolat van koztiik.

Roberta akkor és csak akkor tudja beazonositani Danit, ha mindkét kurzusrdl legaldbb egy didknak kapcsolata van
vele. Ha Daninak ketténél tobb kapcsolata van, akkor mar nyilvanvalé a helyzet, mert senki masnak nem lehet ilyen
sok kapcsolata. Masképp Daninak pontosan egy-egy kapcsolata van mindkét kurzusbdl.
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Az altaldnossag megsértése nélkiil feltételezziik, hogy kapcsolat van Adém — Dani és Cili — Dani kozott. Mivel
Beanak nincs kapcsolata Danival, sziikségszeriien Adémra mutat. Hasonloképp Erik Cilire mutat. Ezaltal van egy
kapesolati ttvonalunk: Bea — Addm — Dani — Cili — Erik; mivel bérmely olyan lehetséges kapcsolati dtvonalnak, amely
4 hosszu és mind az 5 didkot magaba foglalja, Dani van a kozepén, igy ez az eset is kitalalhaté.

Ellenkezo6 esetben ha Daninak az egyik kurzussal nincs kapcsolata, feltételezhetd, hogy csak a maéasikat latogatja
(mivel az egyikkel val6 kapcsolatérdl nincs informécionk), és ezaltal nem megkiilonboztethetd az arra az 6rara jaro
tarsaitol.

Most kiszdamolhatjuk az ezekbol kévetkezo valdszintiséget.

1. Feltételezziik, hogy Adédm és Bea egymésra mutatnak, mig Cili és Erik nem egymdsra mutatnak. Ezek koziil az

el6bbinek a valdszintisége % . % = i. A maésodik eseménynél Cili és Erik koziil legalabb egyikiik Danira mutat,
ennek valdszintisége (1 — %); végiil pedig Dani biztosan Bea és Adém koziil mutat valakire ( %) Hasonl6 helyzet

all fenn, ha Cili és Erik mutat egymasra, Adém és Bea pedig nem.
2. Méskiilonben Bea és Addm koziil legalabb egyikiik Danira mutat (1 — %); ugyanez elmondhaté Cilirdl és Erikrol
(1 - %) és lényegtelen, hogy Dani kire mutat.

Mindent 6sszeadva megkapjuk, hogy
1 1y 2 1 1\ 2 1 1 3 3 9 3
4@Qxﬁ4<14)4+0J'@Qm+w 61

48. Feladat Az f: R>¢ — Ry fliggvény eleget tesz a kovetkezoknek:
1. f(x) = 22 barmely 0 < z < 1 szdmra és
2. f(x+1) = f(z) +  + 1 barmely nemnegativ valés z-re.

Keressétek meg az Gsszes lehetséges z-et gy, hogy f(z) = 482.
Eredmény. 15+ 11-+/2 = 15 + /242
Megoldds. Jelolje {x} x tortrészét! Feltéve, hogy |x] > 1, a megadott feltételek alapjan szdmolhatunk:

f@) = f(lz) +{=})
=|z|+{a}+ f(lz] -1+ {z}) =---
lz]
=Y it |z {a} + f({a})
=1
2] - (l2] +1)

e PR e R O

Vegyiik észre, hogy a kapott képlet || = O-ra is miikodik!

Most mutassuk meg, hogy f szigordan monoton né! Rogzitsiink egy tetszéleges n > 0 egészt! Minden z,y € [n,n+1)-
re, ahol = < y, a definicié szerint f(z) < f(y). Mésrészt, minden x € [n,n + 1)-re a f(x) < f(n+ 1) feltétel teljesil,
mivel

_la)-(la) + 1)

flay = LD a1
<W+m+1
_ (=] +2)- (=] +1)
2
_(n+2)-(n+1)
=
= f(n+1).

Ebbdl kovetkezik, hogy legfeljebb egy x megolddsa van a megadott f(x) = 482 egyenletnek. A legnagyobb n egész,

melyre ”2;” < 482 teljesiil, a 30, igy |«] = 30. Innen 482 = f(x) = %—I— |z] - {z}+{z}? = 15-31+30-{z} +{z}?

egy mésodfoki egyenletet ad {z}-re, melynek egy egyértelm@i {x} = —15 + /242 megoldésa van [0,1)-en. Tehat
=30 15+ 1242 = 15 + 11/2.
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49. Feladat Az abran két négyzet és két egyforma nagysigi szog lathaté (utébbiakat megjeloltiik). Hatdrozzatok
meg a kérddjellel jelzett szog nagysagat fokban!

Eredmény. 112.5

Megoldas. Vegyiik a keresett szognél levd csicsnak a nagy négyzet oldalaira valé merdleges vetiileteit, és jeloljik a
pontokat az dbra szerint!

D JE C
'
|
|
Prg ¢4 P
|j P: TD 2
|
|
q
|
|
|
|
:
|
X Pl‘
-
Y

Konnyen belathaté, hogy a négy sziirke haromszog egybevagd. Mindegyik haromszog derékszogl, az atfogdik
megegyeznek a kisebb négyzet oldalhosszaval, és egy-egy sz6g «, amit az hataroz meg, hogy a két négyzetet egymaéshoz
képest mennyivel forgattuk el. Ebbdl kovetkezik, hogy Py PP3D egy téglalap, amit a sziirke hdromszogek tjabb két
egybevagd masolata hatdroz meg, igy a kétvonalas sz0g az éllitdsban 2a. AXY A és PP,C A egyenld szari derékszogi
héromszogek (a szlirke hdromszogek egybevagdsiga miatt), tehdt 2a = 45°, és a keresett szoget megkaphatjuk:

90° — o + 45° = 112,5°.

50. Feladat Csilla megunta a hagyomanyos miiveleteket, igymint az Osszeadés és a szorzés. fgy kitalalta a sajat
miiveletét, a csillagozdst. Ezt a valds szamok halmazéan értelmezett miiveletet a x b médon jeloljiik, és a kovetkezdek
igazak ra:

1. (a+b)xc=(axc)+ (bxc),
2. ax(b+c)=(axb)xc

Ha tudjuk, hogy 3 x 2 = 54, keressétek meg 5 x 4 értékét!
Eredmény. 1620

Megoldds. A mésodik tulajdonsdghdl 5 x4 = (5% 2) x 2. Ha eljeloljik f(x) = z x 2-t, a feladat atfogalmazhatd, hogy
kapjuk meg f(f(5)) értékét, ha tudjuk, hogy f(3) = 54.

Az elsé tulajdonsagbél egyértelmiien kovetkezik f(a +b) = f(a) + f(b). Igy 54 = f(3) = f(1) + f(2) =
F() + f(1) + f(1), tehat f(1) = 18. Ebbdl indukeciéval konnyen megkaphatd, hogy f(n) = 18n minden pozitiv egész
n-re, amibdl végiil f(5) = 18-5 és f(f(5)) = 182 -5 = 1620.

Hogy belassuk, hogy tényleg létezik ilyen miivelet, tekintsiik az x %y = x(3v/2)¥ definiciét! Errél az exponencidlis
fliggvény alapvet6 tulajdonsagai alapjan ellenérizhetjiik, hogy egyértelmiien meghatarozott minden valés x-re és y-ra,
illetve kielégiti a fenti feltételeket.
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51. Feladat Mark kiszinezte egy 10 x 11-es négyzetracs négyzeteit fehérre és feketére gy, hogy mindegyik négyzetnek
legfeljebb egy vele azonos szinil szomszédja legyen (két négyzet szomszédos, ha van kozos éliik). Hényféleképpen tudta
ezt megtenni? Azokat a szinezéseket, amelyek csak forgatas utdn lesznek egyformak, kiilonbozonek tekintjik.

Eredmény. 464

Megoldads. Ha van egy 2 x l-es egyszini ,,dominénk”, az egész dupla sort vagy dupla oszlopot, melyet ez a dominé
meghataroz, ugyanilyen domindkkal kell valtakozd szinben kitolteni. Ez biztositja, hogy minden dominé ugyanolyan
irdnyitassal legyen letéve. Gyors emlékeztetének: egy n X 1-es tartomdnyt domindkkal és négyzetekkel kitolteni f(n)
lehetséges médon lehet, ahol f(n) a Fibonacci-sorozat, f(0) = f(1) = 1 kezdettel.

Mivel minden dominénak azonos irdnyitassal kell rendelkeznie, és a kovetkez6 sorok vagy oszlopok az elsé sor vagy
oszlop mésolatai, viszont nem szeretnénk a szokdsos négyzetracsot kétszer szdmolni, f(10)+ f(11) — 1 lehetséges kitoltés
lesz. Ebbdl a tényleges szinezéseket meg lehet kapni, ha a bal felsé sarokban lev6 mezonek kivalasztjuk a szinét, és a
négyzetracsot onnantdl valtakozo szinekkel toltjiik fel.

Igy az Gsszes lehet6ség 2 - (144 + 89 — 1) = 464.

52. Feladat Heléna nemrég tanult a mozgéatlagrol. Vette a kedvenc sorozatét, a {Fy }7° , Fibonacci-sort, mely eleget

tesz az F,, = F,,_1 + F,,_o egyenletnek, ha Fy =0 és F} = 1, és létrehozta a mozgdatlagokbol alld {mk}iojgl sorozatot,
Fry+Frp_1++Fr_¢6

2024 . ; ;
= egyenletnek. Az {my}; 2% sorozat hany eleme egész szdm?

ami eleget tesz az my =
Eredmény. 252

Megoldds. Elevenitstik fel azt a tényt, hogy Zf:o F; = Fj49 — 1! Ezt indukciéval be is lehet bizonyitani: az els6 1épésre
S Fi=Fy=0=1-1=F,—1, é a masodik lépésre S5 Fy = Fyy + 3 (Fy = Fyp1 + Fro — 1= Fiyz — L.

Innen

k k=7
Fo+Fi1+--+ Fis ZZE‘—ZE‘ = Flpo — Fos =7 -my.
=0 i=0

Legyen d; Fy 7-tel val6 osztdsi maradéka. A tagok a {d;}?°2* sorozatban:

0,1,1,2,3,5,1,6,0,6,6,5,4,2,6,1,0,1,1,...0

és mivel d; = dj—1 + d;—2 (mod 7), egyértelmii, hogy a d; osztasi maradékok sorozata periodikus, 16-os periédussal.
Minden olyan [ indexre, amelyre djyo = dj—5 (mod 7), igaz l = 4,12 (mod 16). Mivel 6 <[ < 2024 és 2024 = 126-16+8,
lesznek [ = 16 - k + 4 alakil megoldasaink 1 < k < 126-ra, és | = 16 - k + 12 alakd megoldasaink 0 < k < 125-re. Osszesen
igy 2-126 = 252 megoldés lesz.

53. Feladat Egy 60° kozépponti szogl korcikkbe az abran lathaté médon rajzoltunk még egy korcikket, majd abba
egy harmadikat. Hatdrozzdtok meg a legkisebb és a legnagyobb korcikk sugardnak arany&t!

60°

Eredmény. +/39/8
Megoldds. Forgassuk el a legkisebb korcikket, ahogy a lenti abrén lathatd!

60°




Innen latszik, hogy valdjaban az els6 és a mésodik koriv metszéspontjanak y-koordinatdjat akarjuk meghatéarozni.
Legyen az els6 korcikk kozéppontja a (0,0)-ban, és a jobb oldali cstics (1,0)-ban! Ekkor a legnagyobb kor egyenlete

2% + 9% =1, és a kozépso koré (z — 1)2 +y% = (@)2 Kivonva az els6 egyenletet a mésodikbdl, 1 — 2z = % —1, és

gy x = g. Innen egyszeriien kovetkezik, hogy y = i@, és mivel a negativ megoldashoz nem tartozik geometriailag

értelmes elrendezés, az egyetlen megoldés @.

54. Feladat FEgy méhkaptarban 2024 hatszogletii sejt taldlhaté. A kaptar kézepén 1ml méz van. Az dbrén is
lathaté spiralis alakban novekszik az egyes sejtekben 1év6é méz mennyisége, igy az utolsé sejtben 2024 ml méz van. A
méhkiralyné gy dont, hogy féutvonalat szeretne épiteni a kozépsé sejttol kozvetlentl kifelé, az abran sziirkével jelolt
médon. Ehhez a sziirke sejtekben 1évo Gsszes mézet el kell tavolitani az utbol. Osszesen hany milliliter mézet kell
odébb vinni a terv megvaldsitdsahoz?

Eredmény. 17928

Megoldds. Jeloljiik H(n)-nel a keresett f6utvonalon a kézépsé sejttél szdmitott n-edik sejtben levé méz mennyiségét!
Ekkor H(1) =2, H(2) =9 és igy tovabb. Most vessiink egy pillantdst a kézépponttdl pontosan n tdvolsdgra levé sejtek
altal alkotott hatszogre! Hogy ennek a hatszognek barmely oldalan végighaladjunk, n 1épést kell tenniink. Tehdat, hogy
a spirdlon végighaladva megkapjuk H(n)-b8l H(n + 1)-et, be kell jdrnunk az n oldalhossziisdgi hatszog 6t oldalét, és az
(n 4 1) oldalhossziisdgu hatszog egy oldaldt. Ebbdl kévetkezik, hogy H(n+ 1) = H(n) +5n+ (n+1) = H(n) + 6n + 1.
A sorozat zart alakjit megtalalhatjuk:

Hn)=6(n—1)+1+Hn—-1)=---

=6-((n—1)4+m—=2)++1)+ (n—1)+H(1)

—1
EQA§ABZ4‘H-¥1

=3n2—2n+1.

Hogy megkapjuk a teljes keresett mézmennyiséget, ki kell szdmitanunk a f&utvonalon fekv6 hatszogek N szamét (a
k6zEéps6 sejtet nem szamitva). Mivel pontosan 2024 hatszég van, N az a legnagyobb egész, amely teljesiti a kvetkezd
feltételt:

H(N) < 2024,
3N? — 2N < 2023,

2 1
N2 2N <674+ =,
R +3

Mivel 272 — % 27 > 729 — 27 > 675, N értéke legfeljebb 26 lehet, és 262 — % -26 < 676 — 18 < 674 valéban teljesiil, igy
N = 26 a foutvonalat alkoté sejtek keresett szama.
Még meg kell hatdroznunk a mézmennyiséget:

N N
14+Y Hk)=143> kK -2) k+
k=1 k=1

1
=1+ gN(N+1DEN +1) - NV +1) + N

1

1=

=1+13-27-53—-26-27+ 26
= 17928.

Egy mésik mod a végso Osszeg meghatirozasara észrevenni, hogy

= 52 i) 1)

23



és visszaemlékezni a Pascal-hdromszog kovetkezd azonossdgara (amit egyes kornyékeken hokitité-azonossagnak is

neveznek):
() () ()= ()

1+§ _1+6Z(>+ (k 1)

k=1
N +1 +2

=) () )

=27-26-25+14-27

= 17928.

Ebbol

55. Feladat Hény kiilonféle egész szam fordul el az
12 22 20242
2024 | 712024 |77 2024 |’
felsoroldsban, ahol |z] a legnagyobb z-nél kisebb vagy vele egyenlé egész szamot jeloli?
Eredmény. 1519

Megoldds. Mivel (n + 1)2 —n? = 2n + 1, n < 1011-re igaz, hogy (’%214)2 — 23;4 = Znil < 208 o ] s gy
1)2 2 2 2| . . . 2 ‘
{(23_22 J < {2024J + 1. Ebbdl tudjuk, hogy a {ﬁj , {ﬁJ ey {12001224J lista minden egészt tartalmaz {QéﬁJ = 0-tol
{1200122:J = 506-ig, igy a sorozat els6 1012 tagja kozt 507 kiillonbozo lesz.
Miésrészt, n > 1012-re igaz, hogy (20212 - %;4 = 2nb > 2098 5 1 s igy V’ngJ > {%;J. Teh4t minden
{120012342 J , {120015 J Sy {22002244 J elem 1j a felsoroldsban (mivel szigoriian nagyobb, mint az el6z8), tehdt a sorozat utolsé

1012 eleme kézt mind az 1012 kiilonboz6 (és a sorozat elsé felében levd tagoktdl is eltérnek).
Osszesen igy a sorozat 507 4+ 1012 = 1519 kiilonb6z6 elemet tartalmaz.

56. Feladat Hény olyan (a,b, c,d) paronként kiilonb6z6 szamokbdl 4llé rendezett szdmnégyes 1étezik, amire igaz,
hogy a,b,c,d € {1,2,...,17} és a — b+ ¢ — d oszthatd 17-tel?
Eredmény. 3808

Megoldds. Szerkessziink egy szabdlyos 17-szoget P ... Py7 csticsokkal! A feladatban szereplé a —b = d — ¢ (mod 17)
allitas geometriai nyelvre forditasabol P,, Py, P. és Py egy egyenld szaru trapézt alkotnak P, P. és P, P; parhuzamos
alapokkal. Ha egy csticsot eltavolitunk, a maradék 16 csticsot parokba lehet rendezni, ami 8 parhuzamos egyenest
hatdroz meg, melybdl barmelyik kettét egy megfelels trapéz alkotdsara lehet hasznélni (és igy kapjuk az {a, b, c,d}
halmazokat). Ilyen halmazbdl tehdt 17 - (g) = 476 van, és mindegyik tobb rendezett szdmnégyest hataroz meg: elészor ki
kell valasztanunk, hogy melyik alap legyen P, P, és melyik P, Py, ezen felill a és ¢, illetve b és d paronként megcserélhetdk,
tehdat sszesen 2 - 2 - 2 = 8 lehetSségiink van. Osszesen tehat 8 - 476 = 3808 ilyen rendezett szdmnégyes létezik.

57. Feladat Vegyiink egy ABCD téglalapot és egy E pontot a téglalap C'D oldalan ugy, hogy 2DE = EC'! Legyen

F a BD és AE szakaszok metszéspontja! Ha tudjuk, hogy DF A< = 45°, hatdrozzatok meg % AD értékét!
Eredmény. %

Megoldas. Mivel az elrendezés skélafiiggetlen, szabadon rogzithetjiik, hogy AD = 4. Jeldljik tovabba F-nek AD-re
valé meréleges vetiiletét G-vel, az ADF A koréirt korének kozéppontjat O-val, és O G F-re val6é mer6leges vetiiletét
H-vall ABFA és EDFA hasonléak AB : ED = 3 : 1 ardnnyal, igy AG = 3. Ezen felil DOA<g =2- DF A< = 90°, igy
AODA egy egyenld szari derékszogii hdromszog, O-nak tehdt mind AB-t6l, mind AD-t6l a tavolsidga 2. Eljeldlve az
utolsé ismeretlen oldalhosszat a HOF A-ben x = H F-fel, és Pitagorasz tételét alkalmazva

24+ (3-22%=(2V2)? =8=2z=V7

Mivel DGFA és DABA hasonldak, a keresett arany megkaphato:

DA_DG_ 1 V-2
AB  DF 2+v7 3
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58. Feladat Legyen P(x) egy tizedfok, egész egyiitthatds polinom, amelynek csak valés gyokei vannak és P(x)

P(2024) 4 . 1 2
P(206) értékét!

osztéja a P(P(x) + 2z — 4) polinomnak. Hatdrozzdtok meg
Megjegyzés: Akkor mondjuk azt, hogy egy P(x) polinom osztéja egy Q(z) polinomnak, ha P(z) és Q(z) egész
egyliitthatdsak és létezik egy egész egylitthatés R(x) polinom, amire igaz, hogy Q(z) = R(x) - P(x).

Eredmény. 10'° = 10000000000

Megoldds. Ha r P(z) egy gyoke, akkor

o —4,2(2r —4) —d=4r —12,2(4r —12) —4 = 8r — 28,...,2% — 22 14 peN,
mind gySkei P(z)-nek. Mivel P(z)-nek legfeljebb 10 valés gySke lehet, kell lennie egy j > i-nek, melyre 2'r — 2742 4-4 =

27y — 2712 + 4. Ebbdl kovetkezik, hogy 2¢- (r —4) = 27 (r —4), tehdt r = 4. Igy 4 az egyetlen gydk, és P(x) = a-(z—4)'7,

ahol a # 0 cgy valos konstans. Végiil 2228 = (2020)'% = 1010 = 10000000000,

59. Feladat Jdzsi egy 2024 f&bdl all6 korben &ll, ahol az egyes embereket az dramutatd jardsa szerint megszamoztuk
az 1,2,...,2024 szamokkal. Egy frizbivel jatszanak. Az els6 helyen all6 ember a harmadik helyen allénak dobja, aki
ezutan az 6t6dik helyen allonak dobja tovabb, és igy tovabb. Mindenki a t6le balra all6 ember melletti embernek dobja
a frizbit (tehdt mindig kihagynak egy helyet). A kihagyott illet§ dithos lesz, amiért nem jatszhatott, és kidll a korbél.
Ez a minta addig ismétlédik, amig el nem jutnak az utolsé két jatékosig. Ha Jézsi benne szeretne lenni az utolséd
kettében, hova kell dllnia a jaték legelején? Keressétek meg a lehetséges sorszamok Gsszegét!

Eredmény. 2978

Megoldds. Ha még az utols6 két ember is jatszana, akkor a frizbit épp birtokld illeté6 maganak dobnd, és 6 maradna
egyediiliként a korben. Hogy ennek az utolso illetonek a helyét megtalaljuk, gondolkodjunk koévetkezoképpen: ha
2™ ember van a korben, akkor mialatt a frizbi megtesz egy teljes kort, minden paros poziciéban levé ember kiall, és egy
hasonlé feldllast kapunk 2"~ ! emberrel, ugyantigy az elsé embernél levd frizbivel. Innen indukciéval beldthatjuk, hogy
ez az ember lesz az utolsé. Altaldnos esetben, ha 2™ + k ember van a kérben, k£ dobés utan ijra egy olyan helyzetre
juthatunk, ahol 2" ember van, de ekkor a (2k + 1). poziciéban levé embernél lesz a frizbi. 2024 = 1024 + 1000 ember
kozott igy a 2001. helyen allé illet6 a szerencsés utolso.

Az utolsé elSttinek maradé emberrel kapcesolatban azt allitjuk, hogy 2™ + 27+ ember esetén lesz az az els6 helyen
allé. Kis n-ekre ez kénnyen belathaté: 3-, 6- vagy 12-f6s korok esetén az allitas igaz. Ismét indukciéval bizonyitunk:
ha 27! + 27%2 ember volt a korben, egy teljes kor utdn 2" 4+ 2"+! ember marad, és ismét az els6nél lesz a frizbi.
Ha &ltaldnos esetben 2" 4+ 27+! + k ember van, k dobas utdn ugyanuigy visszajutunk az eléz6 esetre, mikozben a
frizbi a (2k 4+ 1). embernél lesz. Mivel 2024 = 1024 + 512 + 488, az utolsé elétti ember pozicidja 977, igy a véalasz
2001 + 977 = 2978.

60. Feladat Andréas frizbizik harom baratjaval. Az alabbi szabéalyt kovetik: Nem dobhatod vissza a frizbit
ugyanannak, aki el6z6leg dobta neked. Andras kezdte a jatékot és tiz dobas utan ismét Andrasnal volt a frizbi.
Hényféleképpen végezhették el ezt a tiz dobast?

Eredmény. 414

Megoldds. Szamoljuk Gssze az Osszes lehetséges passzsorrendet, figyelmen kiviil hagyva, hogy Andrasnak kell az
utolsénak lennie. Els6 lépésben Andras harom embernek dobhat, majd utdna minden baratja csak két lehetOség koziil
valaszthat a jaték szabalya miatt. fgy, ha n dobés van, 3 - 27! lehetséges sorozatot kapunk.

Jeloljiik y,-nel azoknak a sorozatoknak a szdmat, ahol az n-edik dobds utan Andrashoz keriil a labda! Az n-edik
dobésig 3 - 2771 sorozatunk van dsszesen, ezek koziil fognak kikeriilni azok a sorozatok, ahol az (n + 1). dobds soran
Andrashoz keriil a frizbi. Abban az esetben nem keriilhet Andrdshoz, ha néla volt az n-edik vagy az n — 1-edik kérben

25



(mert ellenkezd esetben az n-edik 1épésben birtoklé megsértené a visszadobdsos szabélyt). Ilyen sorozatbdl rendre y,,
illetve 2y,,_1 van, tehat y,4+1 = 3 - 2" oy — 2.

Az explicit formulat megkeresni kevésbé lenne kézenfekvo, mint y-ig kiszamitani az egyes tagokat. y; = yo = 0-bdl
az Yny1 = 3- 2"t —y, — 2y, 1 rekurziéval konnyen addédik, hogy y3 = 3-21 —0—-0 =6, ys = 3-22 -6 = 6,
ys = 3-22 -6 -12 =6,y =3-2* -6 —-12 =30, y; = 3-2°-30—-12 = 54, yg = 3-25 — 54 — 60 = 78,
Yo =327 — 78 — 108 = 198, y19 = 3 - 28 — 198 — 156 = 414.

Madsik megoldds: Tekintsiink egy n hosszisagu sorozatot, ahol Andrasnal volt a frizbi a dobédsok el6tt és utan, de
kozben egyszer sem! Ha ez a sorozat a jaték elején torténik, akkor Andras 3 baratjanak dobhat, amit csak kétféle
folytatas kovethet, ezek utan viszont a passzok sorrendje egyértelmii. Ha ez a sorozat a jaték kozepén fordul el6, akkor
Andrésnak eleve az egyik bardtja dobta a jatékszert, igy & csak két barétja koziil vdlaszthat, majd ismét két lehetOség
van a folytatdsra. Az ilyen, n passzt tartalmazé sorozatok legalabb 3 dobést tartalmaznak, igy elegendd, ha az Gsszesen
10 dobasunkat felosztjuk legalabb hiaromdobdasos particidkra, és ezeket szamoljuk 6ssze. Csak a kovetkez6 felosztasok
léteznek: 10,34+7,74+3,64+4,44+6,5+5,3+3+4,3+4+3és4+3+3. A 10 dobést egyben tartalmazé felosztas
6 esetet ad, a két részt tartalmazé felosztdsok 6 - 4-et ({gy Gsszesen 5-6 -4 ilyen eset lesz), mig a hdrom részt tartalmazdék
6 -4 - 4-et (tehat innen 3-6-4 -4 eset jon). Osszesen igy 6 (1+5-4+3-4-4) = 6- 69 = 414 passzsorrend lehetséges.

61. Feladat Az ABC haromszog AB oldalan taldlhaté D pont dgy helyezkedik el, hogy ACD< = 11,3° és
DCB<« = 33,9°. Tovabba CBA< = 97,4°. Keressétek meg az AED<-et, ha az E pont az AC oldalon fekszik ugy,
hogy EC' = BC.

Eredmény. 41,3°

Megoldds. Vezessiink be 1j jeloléseket a jobb atlathatésag kedvéért: a = 11,3° és 8 = 97,4°, ekkor DC'B< = 3a.
Tovabba legyen F egy B-t6l kiilonb6z6 pont AB-n, amire CB = C'F.

Ae

2
Szamitsuk ki BCOF<-et: FBC< =180° — 8 és a BCFA egyenld szaru, igy BCF< =180° —2- FBC< = 25 — 180°.
Most észrevehetjiik, hogy

ECF<=a+3a+28—180°=4-11,3° +2-97,4° — 180° = 60°.

Mivel CF = CB, ami megegyezik C'E-vel a feladat éllitasa szerint, a CEF A szabélyos.
Ezen kiviil mutassuk meg, hogy F'C = FD: mivel DCF<q = 60° — a és CFD< = 180° — j3,

FDC< = 180° — (60° — o) — (180° — B) = a + B — 60° = 48,7° = 60° — ow = DCF <,

igy CDFA egyenl szard, és FFC = F'D a kivantak szerint. Ebb6l, azzal egyiitt, hogy CEF A szabélyos, FC = FE =
F D, masképpen megfogalmazva a C', E és D pontok egy F' kdzépponti koron fekszenek. Tehat CDE< = %CF E<=30°
és DEC'<t = 180° — o — 30°. Végiil

AED< =180° — DEC< = 30° + a = 41,3°.
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62. Feladat Az a > b > 1 valds szamok kielégitik a kovetkezd egyenl6tlenséget:
(ab+1)* + (a+b)? <2(a+b)(a® —ab+b* +1)

Hatarozzatok meg

lehetd legkisebb értékét!

Eredmény. % = g

Megoldds. Rendezziik at az egyenlotlenséget a kovetkezok szerint:

(ab+1)% + (a+b)? < 2(a+b)(a® —ab+b> + 1),
0 < 2a® 420> — a®b? —a®? — b® — 4ab+2a + 2b — 1,
0 < (a®—2b+1)(2a —b* —1).

Mivel @ > b > 1, a® > b? is teljesiil, és a® —2b+1 > b> —2b+ 1= (b—1)? > 0 is igaz. [gy a mésodik zdrgjelet alakitva

2a —b*—1>0,
20 —2b>b%—2b+1,
2(a —b) > (b—1)%
va—b 1
>7
b—1 — 2

Az 1/+/2 értéket elérhetjiik, példaul a = 5/2 és b = 2 esetén (ha egyenléséget akarunk, a = (b% + 1)/2-nek teljesiilnie
kell), tehat ez tényleg a legkisebb értéke v/a — b/ (b — 1)-nek.

63. Feladat Vegyiik z, y és z kiilonb6z6 nemnulla egész szamokat, melyekre igaz a kovetkez6 egyenlet:

-1, -V, G-V _@-0 w-V, -1’

z T Y Y z x

Keressétek meg
|64z + 19y + 42|
lehetd legkisebb értékét!
Eredmény. 7
Megoldds. Jeldlje > ., Q(x,y, z) azt az Osszeget, ahol a mésik két tagot © — y — z — « ciklikus felcserélésével kapjuk,

azaz ) Q(7,y,2) = Q(z,y,2) + Qy, 2,2) + Q(z,7,y).

Az egyenletet xyz # 0-val megszorozva és atrendezve

P(a,y,z) = a(e = 1)*(y = 2) +y(y = D*(z —2) + 2(z = V(@ —y) = Y _a(z —1)*(y —2) = 0.
cik

Mivel P eltiinik z = y, y = z vagy z = z-re, oszthaténak kell lennie (z —y)(y—2)(z — ) = 3y #2(z —y)-nal. Mdsrészt,
mivel P(z,y,z) egy negyedfokt polinom és Y ., %(z — y) egy harmadfoki polinom, a hdnyadosnak elséfokinak kell

lennie:
P(z,y,z (Zx z—y ) (az +by + cz+d).

cik

Tovabba xy — 2z + yz —yx + 20 — 2y = ) . 2(y — 2) = 0, igy

P(z,y,2) =Y (¢*(y—2) —227(y — 2) + 2(y — 2))

cik

—Z y—2z)—22°(y—2)) +0
cik
(ZJE z—y > (ax + by +cz+4d).
cik

Innen kévetkezik, hogy a-nak mindenképpen —1-nek kell lennie, hogy x2(z —y) - ax = 23(y — 2) teljesiiljon, és hasonléan
b=c= —1 is sziikséges. 1%(z — y) - d = —222(y — 2)-bél megkapjuk, hogy d = 2. Igy
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P(a,y,z)=(x—-y)ly—2)(z-2)2-2—-y—2)=0.

Mivel csak pdronként kiilonboz8 (z,y, z) szdmhdrmasokat kerestink, mindenképpen =+ y+ 2z = 2. Kénnyen beldthatd,
hogy barmely ezt teljesité szamharmas megoldja az eredeti egyenletet is.
Hogy |64z + 19y + 42| legkisebb értékét megkapjuk, vonjunk ki 4(z + y + z) — 8 = 0-t, igy

|64z + 19y + 4z| = [15 - (4z + y) + 8.

Egy 4x + y egész szdmot keresiink, ami minimalizalja a kifejezést. Ezt a minimumot egyértelmiien akkor kapjuk, ha
4o +y = -1, pl. (z,y,2) = (—2,7,—3) esetén, igy a megoldés 7.
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